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1 Introdu
tionL'exposé qui suit se 
on
entre sur di�érentes variantes d'un problème de pré-di
tion séquentielle. Dans la version la plus simple de 
e problème, le prévision-niste � ou pronostiqueur � observe, l'un après l'autre, les éléments d'une suite
y1, y2, . . . de symboles. Tout au long de l'arti
le, on supposera que yt 2 Y , où Yest un ensemble de résultats possibles (�ni ou in�ni). A 
haque tour t = 1, 2, . . .,avant que le t-ième symbole de la suite ne soit dévoilé, le pronostiqueur essaiede deviner sa valeur yt en se fondant sur les t − 1 observations pré
édentes.Dans la théorie statistique de l'estimation séquentielle, on suppose 
lassi-quement que les éléments de y1, y2, . . . � qu'on désignera par résultats de laprédi
tion � sont les réalisations d'un 
ertain pro
essus sto
hastique (station-naire). ll s'agit alors d'estimer les 
ara
téristiques de 
e pro
essus ; on en déduitensuite des règles de prédi
tion e�
a
es. Dans un tel 
ontexte, le risque d'unerègle de prédi
tion peut être dé�ni 
omme l'espéran
e d'une 
ertaine fon
tionde perte mesurant l'é
art entre la valeur prédite et la vrai résultat ; on 
omparedi�érentes règles via le 
omportement de leurs risques.On abandonne i
i 
ette hypothèse essentielle de génération des résultatspar un pro
essus sto
hastique sous-ja
ent, et on voit la suite y1, y2, . . . 
ommele produit d'un 
ertain mé
anisme, in
onnu, non spé
i�é (et qui pourrait êtredéterministe, sto
hastique, ou même dynamique et antagoniste). On appellesouvent 
ette appro
he prédi
tion de suites individuelles, pour l'opposer à
elle qui pro
ède par une modélisation sto
hastique préliminaire. Sans modèleprobabiliste, on ne peut toutefois pas dé�nir de notion de risque, et �xer lesobje
tifs de la prédi
tion n'est pas 
hose de toute éviden
e.Dans le modèle étudié dans 
et exposé, le pronostiqueur 
hoisit à 
haquepas une a
tion i 2 {1, . . . , N} parmi N a
tions, et lorsque le résultat est yt, ilessuie une perte ℓ(i, yt) où ℓ est une 
ertaine fon
tion de perte, à valeurs dansl'intervalle [0, 1]. La performan
e de sa stratégie est 
omparée à 
elle du meilleurpronostiqueur �
onstant�, 
'est-à-dire, à 
elle de l'a
tion �xe i qui, parmi toutesles autres, obtient la moindre perte 
umulée lors des n tours de prédi
tion.On appelle regret la di�éren
e entre la perte 
umulée du pronostiqueur et
elle d'une a
tion 
onstante, simplement par
e qu'il mesure 
ombien le pronos-tiqueur regrette, rétrospe
tivement, de ne pas avoir suivi 
ette a
tion pré
ise.Ainsi, il 
her
he à 
ommettre (presque) aussi peu d'erreurs que la meilleurestratégie 
onstante. Son idéal est que son regret, rapporté au nombre de pas duproblème, 
onverge vers zéro.Comme la suite des résultats est 
omplètement arbitraire, il est immédiat quepour toute stratégie de prédi
tion déterministe, il existe une suite de résultats
y1, . . . , yn telle que le pronostiqueur ait 
hoisi à 
haque tour l'a
tion la pire ;au
une borne sensée ne peut don
 être obtenue sur le regret d'une telle stratégie.Cela peut paraître étonnant, mais dès qu'on autorise le pronostiqueur à re
ourir2



au hasard (
'est-à-dire qu'il peut lan
er une piè
e avant de former sa prédi
tion),la situation 
hange du tout au tout ; l'introdu
tion d'un aléa dans le 
hoix �nalest un outil extrêment puissant.Dans la partie 2, on présente de manière formelle le problème de prédi
tionrandomisée de référen
e, et on dé
rit des pronostiqueurs simples dont le regret
roît, pour toute suite possible de résultats, plus lentement que linéairement.Les parties ultérieures sont 
onsa
rées à diverses modi�
ations du problème,dans lesquelles le pronostiqueur a un a

ès plus restreint aux éléments passésde la suite à prédire.Ainsi, en partie 3, on étudie le 
as où seule une faible part des résultatspassés est portée à la 
onnaissan
e du pronostiqueur. Etonnamment, mêmedans 
ette version �é
onome en termes d'observations� du jeu de prédi
tion, leregret rapporté au nombre de tours de prédi
tion est asymptotiquement nul,sous la seule 
ondition que le nombre de résultats observés après n pas 
roisseplus rapidement que log(n) log log(n).La partie 4 formule dans un 
adre général des problèmes de prédi
tion danslesquels l'information est restreinte. La prédi
tion en information imparfaite
orrespond au 
as où le pronostiqueur, après sa prédi
tion, ne reçoit qu'un si-gnal de réper
ussion, au lieu de prendre 
onnaissan
e de la perte qu'il a subie.Le degré de di�
ulté de 
e problème dépend des liens entre les pertes et les ré-per
ussions. On détermine des 
onditions générales sous lesquelles il est possiblede garantir que le regret est faible ; on établit également les vitesses optimalesde 
onvergen
e vers zéro du regret rapporté au nombre de pas du problème.En�n, la partie 5 est 
onsa
rée au problème du 
hoix séquentiel d'un 
hemindans un réseau aux ar
s duquel 
orrespondent des pertes variant arbitrairement ;et 
e
i, ave
 la di�
ulté supplémentaire que le pronostiqueur n'a

ède qu'auxpertes des ar
s se situant sur le 
hemin pris, et pas à 
elles des autres ar
s.La première mention des problèmes de prédi
tion randomisée de suites arbi-traires remonte aux années 50, et plus pré
isément aux travaux de Hannan [30℄et Bla
kwell [8℄, qui ont formulé leurs résultats dans un 
adre nommé �problèmesde dé
isions multiples séquentielles�. Cover [18℄ �gure également parmi les pion-niers du domaine. Le problème de la prédi
tion séquentielle, tel que démuni detoute hypothèse de nature probabiliste, est intimement lié à la 
ompressionde suites individuelles de données en théorie de l'information. Les re
her
hesd'avant-garde dans 
e domaine ont été menées par Ziv [63, 64℄ et Lempel etZiv [43, 65℄ ; ils ont résolu la question de 
ompresser une suite individuellede données presque aussi bien que le meilleur automate �ni (Feder, Merhav etGutman [19℄, Merhav et Feder [48℄ proposent des résultats supplémentaires dans
ette dire
tion). Le paradigme de la prédi
tion de suites individuelles a été étu-dié également en théorie de l'apprentissage, où Littlestone et Warmuth [44℄ etVovk [57℄ ont introduit le problème ; Cesa-Bian
hi, Freund, Haussler, Helmbold,S
hapire et Warmuth [12℄, Foster [20℄ et Vovk [58℄ présentent quelques résultats3



fondamentaux.Pour un passage en revue de sujets 
onnexes, on renvoie à Merhav et Fe-der [49℄, Foster et Vohra [22℄, Vovk [60℄. Cesa-Bian
hi et Lugosi [15℄ proposentun traitement détaillé de 
es problèmes de prédi
tion et d'autres questions liéesà eux. Le le
teur pourra également 
onsulter Stoltz [55℄ pour avoir davantage depré
isions 
on
ernant le 
as de la prédi
tion ave
 a

ès restreint aux résultatspassés.2 Le jeu de prédi
tion en information 
omplèteOn 
ommen
e par la version la plus simple du jeu de prédi
tion, 
elle danslaquelle le pronostiqueur a un a

ès total aux résultats des tours pré
édents.On 
onsidère le jeu suivant, qui se déroule entre un pronostiqueur (le joueur)et son environnement. A 
haque tour de jeu, le joueur 
hoisit une a
tion i 2
{1, . . . , N}, tandis que l'environnement 
hoisit une a
tion (également appelée�résultat�) y 2 Y . La perte ℓ(i, y) du pronostiqueur est alors donnée par unefon
tion de perte ℓ : {1, . . . , N}�Y → [0, 1]. On suppose que le 
hoix de l'a
tiondu joueur est randomisé, 
'est-à-dire qu'au t-ième tour du jeu, le joueur 
hoisitune probabilité pt = (p1,t, . . . , pN,t) sur son ensemble d'a
tions et joue l'a
tion
i ave
 probabilité pi,t. Formellement, l'a
tion It du joueur au tour t est dé�niepar

It = i si et seulement si Ut 2 24i−1∑

j=1

pj,t,

i∑

j=1

pj,t

1Ade sorte que P [It = i | U1, . . . , Ut−1] = pi,t i = 1, . . . , N,où U1, U2, . . . est une suite de variables aléatoires i.i.d. selon la loi uniformesur l'intervalle [0, 1]. En termes de théorie des jeux, nous dirions qu'une a
tionest une stratégie pure et qu'une probabilité sur les a
tions est une stratégiemixte. Si l'environnement 
hoisit le résultat yt 2 Y , la perte du joueur est alors
ℓ(It, yt).
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Prédi
tion randomisée en information 
omplèteParamètres : N a
tions, l'ensemble Y des résultats possibles, lafon
tion de perte ℓ, le nombre n de tours de jeu.A 
haque tour t = 1, 2, . . . , n,(1) l'environnement 
hoisit le résultat yt 2 Y à venir ;(2) le pronostiqueur détermine sa stratégie mixte pt et tire son a
-tion It selon la probabilité pt ;(3) l'environnement dévoile yt ;(4) le pronostiqueur subit une perte ℓ(It, yt).Le pronostiqueur 
her
he à minimiser son regret 
umulé,bLn − min
i=1,...,N

Li,n =

n∑

t=1

ℓ(It, yt) − min
i=1,...,N

n∑

t=1

ℓ(i, yt)à savoir, la di�éren
e entre sa perte 
umulée et 
elle de la meilleure stratégiepure, et 
e, quelle que soit la suite des résultats.Remarque 1 (experts.) Une formulation plus générale du problème 
onsisteà 
onsidérer di�érentes stratégies de prédi
tion, souvent appelées experts, et àdé�nir le regret par rapport à la meilleure telle stratégie, plut�t que par rapportà la meilleure stratégie pure (
'est-à-dire, la meilleure a
tion 
onstante). Dans lamesure où la plupart des résultats qui suivent peuvent être étendus de manièreimmédiate à 
e 
adre plus général, ils seront présentés dans le modèle le plussimple et on soulignera simplement les endroits pour lesquels l'extension au 
asdes experts requiert un peu d'attention.Avant de 
ontinuer, détaillons un point déli
at qui provient de 
e que le pro-nostiqueur utilise une stratégie randomisée. Les a
tions yt de l'environnement,en tant qu'elles sont autorisées à dépendre des a
tions (randomisées) passées
I1, . . . , It−1 du pronostiqueur, sont elles-mêmes des réalisations de variablesaléatoires Yt. On pourrait même imaginer que l'environnement utilise lui aussiune suite de variables aléatoires indépendantes pour 
hoisir les résultats Yt, mais
omme 
e
i est sans e�et sur les résultats mathématiques de 
ette partie et dessuivantes, et pour simpli�er les 
hoses, on ex
lura en fait 
ette possibilité.Plus pré
isément, l'adversaire est dé�ni par une suite de fon
tions g1, g2, . . .,où gt : {1, . . . , N}t−1 → Y , et 
haque résultat Yt est donné par Yt = gt(I1, . . . , It−1).Ainsi, Yt est mesurable par rapport à la tribu engendrée par les variables aléa-toires U1, . . . , Ut−1. 5



Une observation-
lé dans toute analyse de stratégie de prédi
tion randomiséeest que la perte 
umulée bLn =
∑n

t=1 ℓ(It, yt) est toujours pro
he de la quantitédite perte 
umulée en espéran
e (
onditionnelle) et dé�nie par
Ln

déf.
=

n∑

t=1

ℓ(pt, Yt)où ℓ(pt, Yt) =
∑N

i=1 pi,tℓ(i, Yt) = E t ℓ(It, Yt) est l'espéran
e 
onditionnelle dela perte ℓ(It, Yt), étant donnés les tirages passés U1, . . . , Ut−1. Des inégalitésde martingales permettent de quanti�er aisément 
ette proximité. Par exemple,l'inégalité, bien 
onnue, de Hoe�ding-Azuma, qui s'applique à des sommes d'a
-
roissements de martingales bornés (
f. [39℄, [5℄), assure que pour tout δ 2 (0, 1),et ave
 probabilité au moins 1 − δ,bLn � Ln +

r
n

2
ln 1

δ
.(Comme on le verra, les inégalités de martingales jouent un r�le 
ru
ial dansl'analyse des stratégies de prédi
tion randomisées, et on sera amené à en 
onsi-dérer de plus �nes.) En tout état de 
ause, pour toute stratégie de prédi
tionrandomisée, bLn − Ln = Op

�
n1/2

�. Vu qu'il s'agit de 
onstruire des stratégiesave
 un regret 
umulé 
roissant plus lentement que linéairement en n, il su�t des'intéresser à la di�éren
e entre la perte en espéran
e Ln et 
elle de la meilleurea
tion mini=1,...,N

∑n
t=1 ℓ(i, yt).Etudions à présent l'algorithme de prédi
tion par pondération exponen-tielle, une stratégie très e�
a
e, quoique l'une des plus simples possibles. Autour t, il tire une a
tion It selon la probabilité donnée par les

pi,t =
exp�−η

∑t−1
s=1 ℓ(i, Ys)

�
∑N

k=1 exp�−η
∑t−1

s=1 ℓ(k, Ys)
� i = 1, . . . , Noù η > 0 est un paramètre de l'algorithme. Ainsi, 
e dernier donne à 
ha
unedes N a
tions un poids exponentiel en (l'opposé de) leurs performan
es passées :plus la perte a

umulée par une a
tion jusqu'au tour t − 1 est petite, plus lepoids mis sur elle est grand. La performan
e de 
et algorithme de prédi
tionpeut être bornée de la manière suivante.Théorème 1 Le regret 
umulé en espéran
e (
onditionnelle) de l'algorith-me de prédi
tion par pondération exponentielle véri�e

Ln − min
i=1,...,N

Li,n � lnN

η
+

nη

8
.Le 
hoix de η =

p
8 lnN/n 
onduit au majorant p(n lnN)/2.6



Le théorème 1 est l'un des résultats les plus fondamentaux et les plus 
onnusen prédi
tion de suites individuelles. Plusieurs versions en ont été données, parLittlestone et Warmuth [44℄, Vovk [57, 58℄, Cesa-Bian
hi, Freund, Haussler,Helmbold, S
hapire et Warmuth [12℄. Nous reprenons 
i-dessous une preuveélémentaire suggérée par Cesa-Bian
hi [11℄ (voir également Cesa-Bian
hi et Lu-gosi [13℄).preuve. Soit, pour t � 1, Li,t =
∑t

s=1 ℓ(i, ys) la perte 
umulée de l'a
tion ijusqu'au tour t, wi,t = e−ηLi,t son poids exponentiel, et
Wt =

N∑

i=1

wi,t =

N∑

i=1

e−ηLi,t .On pose par ailleurs W0 = N. On a alors, d'une part,ln Wn

W0

= ln N∑

i=1

e−ηLi,n

!
− lnN� ln� max

i=1,...,N
e−ηLi,n

�
− lnN

= −η min
i=1,...,N

Li,n − lnNOr, d'autre part, pour tout t = 1, . . . , n,ln Wt

Wt−1

= ln ∑N
i=1 wi,t−1e−ηℓ(i,yt)

∑N
j=1 wj,t−1� −η

∑N
i=1 wi,t−1ℓ(i, yt)
∑N

j=1 wj,t−1

+
η2

8

= −ηℓ(pt, yt) +
η2

8où l'on a appliqué dans un premier temps une inégalité bien 
onnue de Hoe�-ding [39℄, stipulant que pour toute variable aléatoire bornée X, à valeurs dansl'intervalle [a, b], et pour tout η 2 R, ln EeηX � ηEX + η2(b − a)2/8 ; et dansun se
ond temps, la dé�nition de l'algorithme de prédi
tion par pondérationexponentielle, qui entraîne que ∑N
i=1 wi,t−1ℓ(i, yt)/

∑N
j=1 wj,t−1 = ℓ(pt, yt).En additionnant 
es inégalités selon t = 1, . . . , n, on obtientln Wn

W0

� −η

n∑

t=1

ℓ(pt, yt) +
η2

8
n .La 
ombinaison des bornes inférieure et supérieure sur le rapport ln(Wn/W0)donne

n∑

t=1

ℓ(pt, yt) � min
i=1,...,N

Li,n +
lnN

η
+

η

8
n ,7




e qui 
on
lut la preuve. 2La 
onjon
tion du théorème 1 ave
 l'inégalité de Hoe�ding-Azuma montreque lorsque l'algorithme de prédi
tion par pondération exponentielle est em-ployé ave
 le paramètre η =
p

8 lnN/n, alors, ave
 probabilité au moins 1 − δ,le regret est borné parbLn − min
i=1,...,N

Li,n �rn lnN

2
+

r
n

2
ln 1

δ
.On note que le 
hoix proposé pour η dépend de l'horizon n, 
'est-à-dire quela mise en ÷uvre de la stratégie proposée requiert de 
onnaître à l'avan
e lenombre total de tours. Il est apparu que 
ette di�
ulté n'est pas insurmontableet qu'il est aisé de transformer la stratégie de prédi
tion présentée 
i-dessus enun algorithme ne requérant pas d'information a priori sur le nombre de tourset assurant quelim sup

n→∞

1

n

�bLn − min
i=1,...,N

Li,n

�
= 0 presque-sûrement. (1)Une méthode pour 
e faire 
onsiste à employer l'algorithme de prédi
tion parpondération exponentielle ave
 un paramètre ηt variant au 
ours du tempsselon ηt =

p
8 lnN/t (les détails sont fournis, par exemple, par [15℄). Unestratégie de prédi
tion satisfaisant la propriété (1) est dite 
ohérente au sensde Hannan. Cette question de 
ohéren
e, une notion-
lé dans le sujet, a étérésolue en premier par Hannan [30℄. Son algorithme originel est fondé sur l'idéede suivre �la meilleure a
tion bruitée�, 
'est-à-dire qu'on ajoute une perturbationaléatoire à la perte 
umulée de 
ha
une des a
tions et qu'on 
hoisit 
elle de perte
umulée pertubée la plus faible. (On pourra 
onsulter Kalai et Vempala [41℄,ainsi que Hutter et Poland [40℄, pour une analyse plus �ne de 
e type de stratégiede prédi
tion.)Toujours et en
ore dans les années 50, Bla
kwell [9℄ a indiqué une 
onstru
-tion alternative de stratégies 
ohérentes au sens de Hannan. Sa pro
édure reposesur sa généralisation e�
a
e du théorème minimax de von Neumann au 
as depaiements ve
toriels, et son esprit est pro
he de 
elui de la prédi
tion par pon-dération exponentielle. En e�et, 
ette dernière peut être étendue de la manièresuivante : soit un potentiel

Φ(u) =

N∑

i=1

φ(ui)où φ : R → R est une fon
tion positive, 
roissante et deux fois dérivable. Lastratégie générale de prédi
tion par pondération selon un potentiel dé�nit laprobabilité pt 
omme pi,1 = 1/N pour t = 1 et
pi,t =

riΦ(Rt−1)
∑N

k=1rkΦ(Rt−1)
=

φ 0(Ri,t−1)
∑N

k=1 φ 0(Rk,t−1)8



pour t > 1 et i = 1, . . . , N, où Ri,t = Lt − Li,t est le regret 
umulé par rapportà l'a
tion i après t tours de jeu et Rt = (R1,t, . . . , RN,t) est le ve
teur formé par
es quantités. Il est 
lair que le 
hoix d'un potentiel exponentiel
Φ(u) =

N∑

i=1

eηui ,pour la stratégie de prédi
tion par pondération selon un potentiel redonne l'al-gorithme de prédi
tion par pondération exponentielle introduit pré
édemment.La stratégie originelle de Bla
kwell 
orrespond, elle, au 
hoix du potentiel qua-dratique Φ(u) = ku+k2
2. Hart et Mas-Colell [32℄ (voir également Cesa-Bian
hiet Lugosi [14℄) 
ara
térisent toute une 
lasse de potentiels 
onduisant à desstratégies de prédi
tion 
ohérentes au sens de Hannan ; elle in
lut notammentles potentiels polynomiaux Φ(u) = ku+k2

p, pour p � 2. Mais 
'est par
e quela stratégie de prédi
tion par pondération exponentielle est simple, �exible etd'analyse aisée que l'on se pen
hera essentiellement sur elle dans 
et arti
le.On mentionne, pour 
on
lure 
ette partie, que dans 
ette formulation géné-rale du problème de prédi
tion et de ses obje
tifs, il n'est pas possible de fairemieux que l'agorithme par pondération exponentielle. Cesa-Bian
hi, Freund,Haussler, Helmbold, S
hapire et Warmuth [12℄ ont été les maîtres d'÷uvre dela borne inférieure suivante (on pourra également 
onsulter Haussler, Kivinenet Warmuth [34℄ pour des résultats en rapport ave
 elle).Théorème 2 Soit n, N � 1. Il existe une fon
tion de perte ℓ telle que pourtoute stratégie de prédi
tion randomisée,sup
yn2Yn

�
Ln − min

i=1,...,N
Li,n

� � (1 − ǫN,n)

r
n lnN

2où limN→∞ limn→∞ ǫN,n = 0.L'idée prin
ipale de la preuve est de prendre des pertes ℓ(i, yt) données par unesuite i.i.d. de variables de Bernoulli, puis d'appliquer un argument de limite
entrale.3 Prédi
tion é
onomeOn s'intéresse i
i à une version du problème de prédi
tion séquentielle danslaquelle il est 
oûteux d'obtenir la valeur des résultats. Plus pré
isément, aprèsavoir formé son pari au tour t, le pronostiqueur dé
ide s'il demande à a

éderau résultat Yt (id est, à l'observer) ou non. Le nombre µ(n) de tels a

ès est
ependant limité au sein d'un horizon n donné. Le jeu de prédi
tion é
onomeen termes d'observations est dé�ni formellement de la manière suivante :9



Prédi
tion é
onomeParamètres : N a
tions, l'ensemble Y des résultats possibles, lafon
tion de perte ℓ, le rythme d'a

ès aux résultats µ : N → N.A 
haque tour t = 1, 2, . . .,(1) l'environnement 
hoisit le résultat Yt 2 Y à venir, sans le dévoi-ler ;(2) le pronostiqueur détermine son a
tion It 2 {1, . . . , N} ;(3) le pronostiqueur et 
haque a
tion i subissent respe
tivement lespertes ℓ(It, Yt) et ℓ(i, Yt), mais 
es valeurs demeurent in
onnuesau pronostiqueur pour l'instant ;(4) si moins de µ(t) observations ont été e�e
tuées jusqu'à présent,le pronostiqueur peut demander à a

éder au résultat Yt, et ainsi,
al
uler les pertes du (3) ; sans quoi, il reste dans l'ignoran
e dela valeur de Yt.Tout 
omme pré
édemment, le pronostiqueur 
her
he à minimiser son regret
umulé bLn − min
i=1,...,N

Li,n =

n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i=1,...,N

n∑

t=1

ℓ(i, Yt) ,et 
e, quelle que soit la suite des résultats.Le problème de la prédi
tion é
onome a été introduit par Helmbold et Pa-nizza [36℄ dans le 
as parti
ulier de la prédi
tion binaire, id est, X = Y = {0, 1},
ℓ(x, y) = I[x6=y], où en outre, pour 
haque suite de résultats, l'un des expertsne 
ommet au
une erreur (voir aussi l'exemple 3). La matière présentée dans
ette partie repose sur Cesa-Bian
hi, Lugosi et Stoltz [16℄, voir également [15,
hapitre 6℄.On 
onsidère dans un premier temps le 
as d'un horizon �ni, dans lequel lepronostiqueur 
her
he à 
ontr�ler son regret après un nombre n (
onnu et �xéà l'avan
e) de tours de jeu. On suppose également dans 
ette version simpli�éedu problème de prédi
tion é
onome que, bien que seules m = µ(n) telles obser-vations puissent être faites, au
une 
ontrainte n'est imposée sur leur répartitionau 
ours des n tours de jeu ; autrement dit, et pour utiliser les notations pré
é-dentes, µ(t) = m pour tout t = 1, . . . , n. Dans 
e 
adre, on dé�nit une stratégiede prédi
tion simple dont le regret en espéran
e (
onditionnelle) est borné par
n
p

2(lnN)/m. Ainsi, pour m = n, on retrouve l'ordre de grandeur de la borneoptimale de la partie 2.On voit fa
ilement qu'il est né
essaire qu'une stratégie re
oure à des tiragesaléatoires pour déterminer quand elle demande à a

éder aux résultats, sansquoi son regret ne peut être 
ontr�lé e�
a
ement par rapport à toutes les suites10



de résultats possibles � et il se trouve qu'à 
et e�et, le lan
er répété d'une piè
e(biaisée) su�t.L'idée prin
ipale est don
 d'employer une famille de variables aléatoires Z1,
Z2, . . . , Zn i.i.d. selon une loi de Bernoulli de paramètre ε, P[Zt = 1] = 1 −P[Zt = 0] = ε, et d'a

éder à Yt 
haque fois que Zt = 1. I
i, ε > 0 est unparamètre à déterminer ; il sera typiquement de l'ordre de m/n, de sorte que lenombre d'observations durant les n tours de jeu soit de l'ordre de m (notons quele 
hoix ε = m/n dans le théorème 3 peut 
onduire le pronostiqueur à demanderà a

éder à plus de m observations, mais 
omme 
e
i est 
orrigé fa
ilement dansle théorème 4, où une valeur légèrement plus petite est proposée, nous gardonsdans un premier temps, pour la simpli
ité de l'analyse, la valeur ε = m/n).La stratégie de prédi
tion é
onome dé
rite 
i-dessous n'est rien d'autrequ'une stratégie de prédi
tion par pondération exponentielle employant au lieudes pertes les estimations des pertes suivantes :eℓ(i, Yt) =

{
ℓ(i, Yt)/ε lorsque Zt = 1 ;

0 sinon.On note queEt
eℓ(i, Yt) = E� eℓ(i, Yt)

�� I1, Z1, . . . , It−1, Zt−1

�
= ℓ(i, Yt)où I1, . . . , It−1 est la suite des a
tions prises aux tours de jeu pré
édant t.Dit autrement, eℓ(i, Yt) est un estimateur (
onditionnellement) sans biais de la�vraie� perte ℓ(i, Yt).Stratégie de prédi
tion é
onomeParamètres : Deux réels η > 0 et 0 � ε � 1.Initialisation : w0 = (w1,0, . . . , wN,0) = (1, . . . , 1).A 
haque tour t = 1, 2, . . .,(1) 
hoisir une a
tion It dans {1, . . . , N} selon la probabilité pt dontles 
omposantes sont dé�nies par pi,t = wi,t−1/(w1,t−1 + � � � +

wN,t−1) pour i = 1, . . . , N ;(2) tirer une variable aléatoire de Bernoulli Zt telle que P[Zt = 1] =

ε ;(3) lorsque Zt = 1, a

éder à Yt et 
al
uler
wi,t = wi,t−1 e−η ℓ(i,Yt)/ε pour tout i = 1, . . . , N ;et sinon, 
onserver wt = wt−1.L'espéran
e du regret de 
ette stratégie de prédi
tion est bornée de la manièresuivante. 11



Théorème 3 Pour un horizon n �xé, la stratégie de prédi
tion é
onomeutilisant les paramètres ε = m/n et η = (
p

2m lnN)/n a

ède en moyenneà m observations, et son regret est borné parE bLn − min
i=1,...,N

E Li,n � n

r
2 lnN

m
.On pose, en vue de la preuve,eℓ(pt, Yt) =

N∑

i=1

pi,t
eℓ(i, Yt) et eLi,n =

n∑

t=1

eℓ(i, Yt) pour i = 1, . . . , N.preuve. La preuve est obtenue par une modi�
ation simple de 
elle du théo-rème 1 ; l'on minore et majore i
i en
ore le rapport ln(Wn/W0), où pour t � 0,
Wt = w1,t + � � �+ wN,t. D'une part, et 
omme pré
édemment, on aln Wn

W0

� −η min
i=1,...,N

eLi,n − lnN .D'autre part, pour tout t = 1, . . . , n,ln Wt

Wt−1

= ln N∑

i=1

pi,te
−ηeℓ(i,Yt)� ln N∑

i=1

pi,t

�
1 − ηeℓ(i, Yt) +

η2

2
eℓ2(i, Yt)

�� −η

N∑

i=1

pi,t
eℓ(i, Yt) +

η2

2

N∑

i=1

pi,t
eℓ2(i, Yt)� −ηeℓ(pt, Yt) +

η2

2ǫ
eℓ(pt, Yt)où l'on a utilisé su

essivement e−x � 1 − x + x2/2 pour x � 0, ln(1 + x) � xpour x � −1 et eℓ(i, Yt) 2 [0, 1/ǫ].En additionnant l'inégalité 
i-dessus selon t = 1, . . . , n et en la 
ombinantave
 le minorant obtenu pour ln(Wn/W0), il vient pour tout i = 1, . . . , N,

n∑

t=1

eℓ(pt, Yt) − eLi,n � η

2ǫ

n∑

t=1

eℓ(pt, Yt) +
lnN

η
.On utilise alors E h∑n

t=1
eℓ(pt, Yt)

i
= E bLn � n, de sorte qu'en passant auxespéran
es dans les deux membres, on a obtenu, pour tout i = 1, . . . , N,E hbLn − Li,n

i � nη

2ǫ
+

lnN

η
.12



On 
on
lut la preuve en remplaçant η par la valeurp(2ǫ lnN)/n proposée. 2Le théorème 3 assure que l'espéran
e du regret, rapportée au nombre detours, 
onverge vers zéro dès que m → ∞ lorsque n → ∞. Cependant, uneborne sur l'espéran
e du regret ne donne que peu d'informations sur le 
om-portement réel du regret (non moyenné) bLt − mini=1,...,N Li,t. Le théorèmepré
édent n'ex
lut pas que le regret �u
tue énormément autour de sa valeurmoyenne. On rappelle en e�et que les résultats Yt 
hoisis sont donnés par desfon
tions (arbitrairement 
omplexes) des a
tions passées Is du pronostiqueuret de ses demandes d'observations Zs, s < t. Un 
hoix plus �n des paramètres
ε et η permet de montrer que le regret ne dépasse que peu sa valeur moyenneet qu'il est, ave
 grande probabilité, borné par une quantité proportionnelle à
n
p

(lnN)/m.Théorème 4 Pour un horizon n et un niveau δ 2 (0, 1) �xés, on 
onsidèrela stratégie de prédi
tion é
onome utilisant les paramètres
ε = max{

0,
m −

p
2m ln(4/δ)

n

} et η =

r
2ε lnN

n
.Ave
 probabilité plus grande que 1−δ, elle n'a

ède pas à plus de m résultatset son regret est borné selon8 t = 1, . . . , n bLt − min

i=1,...,N
Li,t � 2n

r lnN

m
+ 6n

r ln(4N/δ)

m
.On omet la preuve détaillée du théorème 4 et on indique simplement qu'ellesuit 
elle du théorème 3, sauf qu'au lieu de passer aux espéran
es lors de la
ombinaison des bornes inférieure et supérieure, on re
ourt à une inégalité demartingales, à savoir, l'inégalité de Bernstein pour les suites bornées d'a

rois-sements de martingales (voir, par exemple, Freedman [23℄, Neveu [51℄). Unepreuve détaillée est donnée par [16℄ et [15℄.Les stratégies de prédi
tion des théorèmes 3 et 4 ne sont pas en elles-mêmes
ohérentes au sens de Hannan, notamment à 
ause de leur dépendan
e en lalongueur n de la suite des résultats. Cependant, la 
ohéren
e peut être atteinteen mettant en ÷uvre les te
hniques désormais usuelles de réglage dynamiquedes paramètres. La quantité alors prin
ipalement en jeu dans 
ette extensionest le rythme d'a

ès aux résultats µ (on rappelle que µ(n) est le nombre derequêtes d'a

ès pouvant avoir été satisfaites au tour n). Le résultat suivantmontre que la 
ohéren
e est atteignable dès que µ(n)/(log(n) log log(n)) → ∞.On pourra 
onsulter [16℄ ou [15℄ pour en avoir une preuve.Corollaire 1 Soit µ : N → N une fon
tion 
roissante à valeurs entièrestelle que lim

n→∞

µ(n)log(n) log log(n)
= ∞ .13



Alors il existe une stratégie de prédi
tion é
onome et 
ohérente au sens deHannan qui ne demande à voir, et 
e, pour tout n 2 N, qu'au plus µ(n)résultats lors des n premiers tours de prédi
tion.Le dernier théorème de 
ette partie montre qu'il existe un problème de pré-di
tion pour lequel le regret (en espéran
e) de toute stratégie de prédi
tionn'a

édant pas à plus de m résultats pendant les n premiers tours de prédi
-tion est plus grand, à une 
onstante universelle près, que n
plnN/m, 
e qui
orrespond à l'ordre de grandeur des bornes supérieures établies 
i-dessus. End'autres termes, le meilleur ordre de grandeur du regret rapporté au nombre detours de prédi
tion estplnN/m. Chose intéressante, 
e rapport ne dépend pasdu nombre n de tours, seulement du nombre m d'observations auxquelles le pro-nostiqueur a a

édé. On rappelle que dans le 
as de la prédi
tion en information
omplète le meilleur rapport était de l'ordre de plnN/n. Une interprétationintuitive est que m joue le r�le de �taille d'é
hantillon� dans le problème deprédi
tion é
onome.Théorème 5 Pour tout entier N � 2, il existe une fon
tion de perte ℓ telleque pour tout ensemble de N a
tions et pour tout n � m � 4(
p

3−1)2 log2 N,le regret en espéran
e de toute stratégie de prédi
tion 
ontrainte à n'a

éderqu'à au plus m observations dans un jeu de prédi
tion à n tours est minorépar sup
yn2{0,1}n

�E bLn − min
i=1,...,N

Li,n

� � cn

rblog2 N

moù c =

�
(
p

3 − 1)/8
�
e−

p
3/2 > 0.0384.La preuve, 
omme 
elle du théorème 2, repose sur un 
hoix aléatoire despertes, bien que l'argument pré
is se révèle i
i signi�
ativement plus déli
at àmettre en ÷uvre. On renvoie i
i en
ore le le
teur à [16℄ et [15℄, où deux preuvesdi�érentes sont détaillées.4 Prédi
tion en information imparfaite (jeux ave
signaux)Dans nombre de problèmes 
ru
iaux de prédi
tion, le pronostiqueur ignoreles pertes qu'il a essuyées dans le passé et n'a reçu en leur lieu et pla
e que desréper
ussions assez peu informatives sur elles. De telles situations sont souventappelées problèmes de prédi
tion en information imparfaite.Avant de dé
rire formellement le 
adre mathématique de tels problèmes, onillustre le suivi partiel des résultats de la prédi
tion par l'exemple de l'ajus-tement séquentiel des prix de vente. Un vendeur dispose d'un produit qu'ilpropose à une suite de 
lients, servis l'un après l'autre. Pour 
ha
un d'eux, il14



�xe un prix 
hoisi (pour �xer les idées) dans {1, . . . , N}. Le 
lient dé
ide alorsd'a
heter ou non le produit. Au
un mar
handage n'est possible et au
une autreinformation n'est é
hangée entre l'a
heteur et le vendeur. Ce dernier 
her
he àréaliser un 
hi�re d'a�aires presque aussi élevé que s'il avait su le prix optimalque les 
lients auraient été prêts à payer. De 
e fait, s'il l'on note It le prixproposé au t-ième 
lient et Yt 2 {1, . . . , N} le prix maximal que 
e dernier avaiten tête, la perte du vendeur lors du passage du t-ième 
lient est
ℓ(It, Yt) =

(Yt − It)I{It�Yt} + cI{It>Yt}

Noù 0 � c � N est dé�ni plus loin. En réalité, lorsque 
lient réalise l'a
hat, 
'est-à-dire, quand It � Yt, la perte du vendeur est un manque à gagner 
orrespondantà la di�éren
e entre le plus grand prix possible pour l'a
hat et le prix proposé ;la perte subie est identiquement égale à c/N lorsque le 
lient n'a
hète pas leproduit, et elle 
orrespond par exemple aux frais de sto
kage. (Le fa
teur 1/Nn'est là que pour assurer que les pertes sont entre 0 et 1.) Une autre mesurede la perte 
onsiste à rempla
er la 
onstante c par Yt. Dans les deux 
as, si levendeur 
onnaissait à l'avan
e la suite des Yt, il pourrait �xer un prix 
onstant
i 2 {1, . . . , N} qui minimise sa perte totale. La question que l'on examine dans
ette partie est de savoir s'il existe une stratégie de prédi
tion (randomisée)pour le vendeur telle que son regret

n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i=1,...,N

n∑

t=1

ℓ(i, Yt)soit assuré d'être un o(n) quelle que soit la suite Y1, Y2, . . . des prix maximauxdes 
lients � 
'est-à-dire qu'on 
her
he une stratégie de prédi
tion 
ohérente ausens de Hannan. La di�
ulté i
i est que les seules informations à disposition duvendeur (du pronostiqueur) sont les positions respe
tives des It et des Yt, maispas leurs valeurs pré
ises, ni même les valeurs des pertes ℓ(It, Yt). (On note quedévoiler Yt au pronostiqueur ramènerait le problème à un jeu de prédi
tion eninformation 
omplète.)On traite 
es problèmes de réper
ussions restreintes sur les prédi
tions (oude prédi
tion en information imparfaite) dans un 
adre plus général, dé
rit 
i-après, dont l'ajustement séquentiel des prix de vente est un 
as parti
ulier. Onsuppose i
i que l'ensemble des résultats possibles est un ensemble �ni, 
ontenant
M éléments. Sans perte de généralité, on le note Y = {1, . . . , M}. La fon
tionde perte ℓ étant dé�nie sur un produit d'ensembles �nis, on peut la représentermatri
iellement, par L = [ℓ(i, j)]N�M ; elle est supposée 
onnue par le pronos-tiqueur. Lorsque 
e dernier, au tour t, 
hoisit l'a
tion It 2 {1, . . . , N} et que lerésultat est Yt 2 Y , il subit une perte ℓ(It, Yt). Cependant, en lieu et pla
e durésultat Yt, il n'observe que la réper
ussion sur prédi
tion h(It, Yt), où h estune fon
tion de réper
ussion 
onnue par le pronostiqueur, qui asso
ie à 
haque15




ouple d'a
tion et de résultat un élément d'un ensemble �ni S = {s1, . . . , sm}de signaux. La fon
tion h est représentée de même par une matri
e des ré-per
ussions H = [h(i, j)]N�M. I
i, 
omme dans les parties pré
édentes, on per-met à l'environnement de 
hoisir le résultat Yt en fon
tion des a
tions passées
I1, . . . , It−1 du pronostiqueur.Le jeu de prédi
tion en information imparfaite peut être dé
rit de la manièresuivante. Prédi
tion en information imparfaiteParamètres : N a
tions, l'ensemble �ni Y = {1, . . . , M} des résul-tats possibles, la fon
tion de perte ℓ, la fon
tion de réper
ussion

h.A 
haque tour t = 1, 2 . . .,(1) l'environnement 
hoisit le résultat Yt 2 Y à venir, sans le dévoi-ler ;(2) le pronostiqueur détermine son a
tion It 2 {1, . . . , N} ;(3) le pronostiqueur et 
haque a
tion i subissent respe
tivement lespertes ℓ(It, Yt) et ℓ(i, Yt), mais 
es valeurs demeurent in
onnuesau pronostiqueur pour l'instant ;(4) seul le signal h(It, Yt) est 
ommuniqué au pronostiqueur.La notion d'information imparfaite prend sa sour
e en théorie des jeux et a été
onsidérée, entre autres, par Mertens, Sorin et Zamir [50℄, Rusti
hini [54℄, etMannor et Shimkin [45℄. Notons que 
ertains auteurs s'intéressent à un 
adreplus général dans lequel les réper
ussions peuvent être aléatoires ; pour la 
lartéde l'exposé et par
e que les résultats présentés dans 
ette partie s'étendentau 
as de signaux aléatoires (voir [17℄), nous supposons les signaux détermi-nistes. Weissman et Merhav [61℄, de même que Weissman, Merhav et Somekh-Baru
h [62℄, 
onsidèrent di�érents problèmes de prédi
tion dans lesquels le pro-nostiqueur observe seulement une version bruitée des résultats réels. Ils peuventêtre vus 
omme des 
as parti
uliers de prédi
tion en information imparfaite ave
signaux aléatoires.Pi

olboni et S
hindelhauer [52℄ traitent la prédi
tion en information im-parfaite 
omme un problème de prédi
tion séquentielle. Cesa-Bian
hi, Lugosi etStoltz [17℄ étendent les résultats de [52℄ et s'intéressent aux ordres de grandeuroptimaux du regret. On pourra également 
onsulter Auer et Long [3℄ pour uneétude de 
ertains 
as parti
uliers d'information imparfaite en prédi
tion.Il est intéressant mais 
omplexe de déterminer le potentiel d'un pronosti-queur à qui l'on ne fournit qu'une quantité limitée d'information sur les résultats16



de ses prédi
tions. On peut par exemple se demander sous quelles 
onditions ilest possible d'obtenir des stratégies 
ohérentes au sens de Hannan. Naturelle-ment, 
ela dépend des liens entre la matri
e des pertes et 
elle des réper
ussions.On note qu'un algorithme de prédi
tion est libre de 
oder les valeurs h(i, j) de lafon
tion de réper
ussion par des nombres réels. La seule restri
tion à imposer estque si, à i �xé, h(i, j) = h(i, j 0) alors les 
odes réels 
orrespondants doivent êtreégaux. Pour éviter les ambiguïtés éventuellement provoquées par 
hangementsd'é
helle, on suppose dans la suite que |h(i, j)| � 1 pour tout 
ouple (i, j). Ainsi,on �xe un en
odage de H = [h(i, j)]N�M par une matri
e de réels entre −1 et
1 et on garde à l'esprit que l'algorithme de prédi
tion peut toujours rempla
er
ette matri
e par Hφ = [φi(h(i, j))]N�M, où il n'y a pas de 
ontraintes sur lesfon
tions φi : [−1, 1] → [−1, 1], i = 1, . . . , N, en jeu. L'ensemble S des signauxpeut être 
hoisi de sorte qu'il ait m � M éléments, même si après l'en
odagenumérique, la matri
e H peut avoir jusqu'à MN éléments distin
ts.Voi
i quelques exemples 
on
rets, avant que l'on ne dé
rive une stratégiegénérale de prédi
tion.Exemple 1 (Jeux de bandits man
hots.) Dans de nombreux problèmes deprédi
tion, le pronostiqueur est 
apable de mesurer, après avoir agi, le montantde sa perte (ou de son gain), mais n'a pas a

ès à 
e qu'il serait advenu s'ilavait 
hoisi une autre a
tion. On appelle de tels problèmes les jeux de banditsman
hots. La petite histoire à l'origine de leur dénomination est la suivante ; unexemple typique est en e�et fourni par un joueur de 
asino ayant à sa disposi-tion di�érentes ma
hines à sous (également appelées bandits man
hots). Il parieplusieurs fois de suite, en 
hangeant de ma
hine lorsqu'il le veut, et il 
her
heà gagner presque autant de piè
es que s'il avait su à l'avan
e quelle ma
hine luirapporterait le plus. Les jeux de bandits man
hots sont des 
as parti
uliers deprédi
tion en information imparfaite. Il su�t de prendre H = L pour le voir,
'est-à-dire que la seule information reper
utée au pronostiqueur est le montantde sa propre perte. Ils ont été dé
rits à l'origine dans un 
adre sto
hastique(voir Robbins [53℄ et Lai et Robbins [42℄) ; plusieurs variantes du problème dedépart ont été étudiées, par exemple par Berry et Fristedt [7℄ et Gittins [25℄. Le
adre non sto
hastique 
onsidéré i
i a été étudié en premier lieu par Baños [6℄,voir également Megiddo [47℄. Des stratégies 
ohérentes au sens de Hannan ontété 
onstruites par Foster et Vohra [21℄, Auer, Cesa-Bian
hi, Freund et S
ha-pire [2℄, Hart et Mas Colell [31, 33℄, voir également Fudenberg et Levine [24℄.Nous reviendrons sur une extension du problème des bandits man
hots dans lapartie 5.Exemple 2 (Ajustement séquentiel des prix de vente.) Le problème del'ajustement séquentiel des prix de vente dé
rit en introdu
tion de 
ette partie17




orrespond à M = N et à une matri
e des pertes égale à
L = [ℓ(i, j)]N�N où ℓ(i, j) =

(j − i)I{i�j} + cI{i>j}

N
.L'information dont le pronostiqueur (en l'o

urren
e, le vendeur) dispose estsimplement si le prix It qu'il a �xé est plus grand que le prix du 
lient Yt, ounon, de sorte que les entrées dans la matri
e des réper
ussions sont données par

h(i, j) = I{i>j} � ou, après ré-en
odage idoine,
h(i, j) = aI{i�j} + bI{i>j} i, j = 1, . . . , Noù a et b sont des 
onstantes 
hoisies par le pronostiqueur, ave
 a, b 2 [−1, 1].Exemple 3 (Dégustation de pommes.) On 
onsidère l'exemple élémentairede prédi
tion binaire dans lequel N = M = 2, et les matri
es de pertes etréper
ussions sont respe
tivement données par
L =

�
1 0

0 1

� et H =

�
a a

b c

�
.I
i, le pronostiqueur ne reçoit d'information sur le résultat Yt que lorsqu'il 
hoisitla se
onde a
tion. On appelle 
et exemple le problème de la dégustation depommes. (On imagine en e�et qu'il s'agit de déterminer si des pommes doiventêtre 
onsidérées 
omme �bonnes à vendre� ou �pourries�. Une pomme étiquetée�pourrie� peut être ouverte avant d'être jetée, histoire de voir si elle renfermaite�e
tivement un ver ; mais 
omme une pomme ouverte ne peut être vendue, onne peut jamais véri�er si une pomme dé
larée bonne pour la vente 
ontient unver ou non.) La dégustation de pommes a été étudiée par Helmbold, Littlestoneet Long [35℄ dans le 
as parti
ulier où l'une des deux a
tions a une perte 
umuléenulle.Exemple 4 (prédi
tion é
onome.) On peut également 
onsidérer une va-riante du problème de prédi
tion é
onome 
omme une situation de prédi
tionen information imparfaite. On prend N = 3, M = 2, et des matri
es de perteset réper
ussions de la forme

L =

24 1 1

0 1

1 0

35 et H =

24 a b

c c

c c

35 .Dans 
et exemple, les seuls instants où le pronostiqueur reçoit une réper
ussioninformative sont 
eux où il a joué la première a
tion, auquel 
as il a subi la pertemaximale 1, quel qu'ait été le résultat. Ainsi, tout 
omme dans le problème deprédi
tion é
onome, on ne peut 
hoisir l'a
tion �informative� qu'un nombrelimité de fois, sans quoi il n'est pas permis d'espérer atteindre la 
ohéren
e ausens de Hannan. 18



On présente maintenant une stratégie générale pour la prédi
tion en informa-tion imparfaite ; elle est 
ohérente au sens de Hannan dès que la matri
e desréper
ussions 
ontient �su�samment d'information� sur 
elle des pertes.Cette stratégie utilise la prédi
tion par pondération exponentielle, et, 
ommedans le 
as de la prédi
tion é
onome en nombre d'observations, la route dusu

ès est ouverte par le rempla
ement des pertes ℓ(i, Yt) par des estimationssans biais dans ladite pondération exponentielle.Cependant, il n'est possible de 
onstruire de telles estimations que sous
ertaines 
onditions sur les matri
es de pertes et réper
ussions. L'hypothèse
entrale est qu'en un 
ertain sens, les pertes puissent être re
onstituées à partirdes réper
ussions, 
e que l'on formalise de la manière suivante : il existe unematri
e K = [k(i, j)]N�N telle que L = K H ; à savoir,
H et �

H

L

�ont même rang. En d'autres mots, on peut é
rire, pour tout i 2 {1, . . . , N} ettout j 2 {1, . . . , M}, que
ℓ(i, j) =

N∑

l=1

k(i, l)h(l, j) .Dans 
e 
as, on dé�nit les estimations eℓ des pertes pareℓ(i, Yt) =
k(i, It)h(It, Yt)

pIt,t

i = 1, . . . , Net on note leurs sommes eLi,n = eℓ(i, Y1) + � � � + eℓ(i, Yn). Soit E t l'espéran
e
onditionnelle sa
hant I1, . . . , It−1 (id est, l'espéran
e par rapport au 
hoixaléatoire de It selon pt) ; on observeEt
eℓ(i, Yt) =

N∑

j=1

pj,t

k(i, j)h(j, Yt)

pj,t

=

N∑

j=1

k(i, j)h(j, Yt) = ℓ(i, Yt)et par 
onséquent, eℓ(i, Yt) est un estimateur (
onditionnellement) sans biais dela perte ℓ(i, Yt).La stratégie de prédi
tion en information imparfaite est alors dé�nie de lamanière suivante, 
omme suggéré initialement par Pi

olboni et S
hindelhauer[52℄. 19



Stratégie de prédi
tion en information imparfaiteParamètres : la matri
e des pertes L, la matri
e des réper
ussions
H, une matri
e K telle que L = K H, deux nombres réels 0 < η, γ <

1.Initialisation : w0 = (1, . . . , 1).A 
haque tour t = 1, 2, . . .,(1) tirer une a
tion It 2 {1, . . . , N} selon la probabilité
pi,t = (1 − γ)

wi,t−1

Wt−1

+
γ

N
i = 1, . . . , N ;(2) prendre 
onnaissan
e de la réper
ussion ht = h(It, Yt) et formerl'estimation eℓi,t = k(i, It)ht/pIt,t pour tout i = 1, . . . , N ;(3) 
al
uler wi,t = wi,t−1e−η�ℓ(i,Yt) pour tout i = 1, . . . , N.Le résultat suivant, prouvé par Cesa-Bian
hi, Lugosi et Stoltz [17℄, majore leregret de la stratégie de prédi
tion dé�nie 
i-dessus. Il exprime que le regretrapporté au nombre de tours de jeu, 1

n

�bLn − mini=1,...,N Li,n

�, dé
roît verszéro à une vitesse n−1/3. Cette dernière est signi�
ativement plus lente que lavitesse optimale n−1/2 obtenue dans le 
as de l'information 
omplète. On verrapar la suite que 
ette vitesse n−1/3 ne peut être améliorée en général : 
ettedétérioration de la vitesse de 
onvergen
e est le prix à payer pour n'avoir a

èsqu'à une 
ertaine réper
ussion sur les résultats réels de la prédi
tion en lieu etpla
e de 
es derniers. Cependant, il est en
ore possible d'obtenir la 
ohéren
eau sens de Hannan dès que la 
ondition L = K H est remplie, 
omme l'indiquentles 
ommentaires qui suivent le théorème 
i-dessous.Théorème 6 Soit un problème de prédi
tion en information imparfaite
(L, H) tel que les matri
es de pertes et réper
ussions véri�ent L = K Hpour une 
ertaine matri
e K de taille N � N, pour laquelle on note k� =max{1,maxi,j |k(i, j)|

}. On �xe δ 2 (0, 1). Alors le regret de la stratégiede prédi
tion en information imparfaite dé
rite 
i-dessus et utilisant lesparamètres
η =

� lnN

2Nnk��2/3 et γ =

�
(k�N)2 lnN

4n

�1/3véri�e que, pour tout
n � 1

k�N �ln N + 3

δ

�3/220



et ave
 probabilité au moins 1 − δ,
n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i=1,...,N

n∑

t=1

ℓ(i, Yt)� 10 (Nnk�)2/3
(lnN)1/3

rln 2(N + 3)

δ
.La preuve est très semblante à 
elle du théorème 4, et 
'est pourquoi on enomet les détails, en priant le le
teur de 
onsulter [17℄ ou [15℄ le 
as é
héant. Lethéorème 6 assure don
 l'existen
e d'une stratégie dont le regret est au plus del'ordre de n2/3 dès lors que le rang de la matri
e H des réper
ussions n'est pasinférieur à 
elui de �

H

L

�
.(Et les te
hniques usuelles de réglage dynamique des paramètres indiquent, làen
ore, les modi�
ations simples à e�e
tuer pour rendre la stratégie 
ohérenteau sens de Hannan.) Cette 
ondition sur les rangs est véri�ée pour de nombreuxproblèmes, et pour illustrer notre propos, nous reprenons un à un les exemplesproposés pré
édemment.Exemple 5 (Jeux de bandits man
hots, suite.) On rappelle que dans unjeu de bandits man
hots, H = L, de sorte que les 
onditions du théorème 6 sont
lairement satisfaites ; on peut en e�et prendre pour K la matri
e identité, etposer k� = 1. Cependant, dans le 
as présent, des bornes bien plus petites que
elles du théorème 6 peuvent être obtenues par une modi�
ation 
onvenablede la stratégie générale. Auer, Cesa-Bian
hi, Freund et S
hapire [2℄ (voir aussiAuer [1℄) montrent en l'o

urren
e qu'un regret de l'ordre de n1/2 peut êtreatteint. Plus pré
isément, il est prouvé dans [15℄ que pour tout δ 2 (0, 1) et

n � 8N ln(N/δ), on a, ave
 probabilité au moins 1 − δ,bLn − min
i=1,...,N

Li,n � 11

2

p
nN ln(N/δ) +

lnN

2
. (2)Exemple 6 (Ajustement séquentiel des prix de vente, suite.) Dans leproblème d'ajustement séquentiel des prix de vente dé
rit en introdu
tion de
ette partie, la matri
e des réper
ussions est donnée par h(i, j) = a I{i�j} +

b I{i>j}, où a et b sont deux réels distin
ts 
hoisis arbitrairement dans [−1, 1].Pour a 6= 0, 
ette matri
e H est inversible et l'on peut par 
onséquent prendre
K = LH−1 pour satisfaire aux 
onditions du théorème et obtenir, partant, unestratégie 
ohérente au sens de Hannan, ave
 un regret au plus de l'ordre de
n2/3. C'est ainsi que l'on a obtenu un moyen pour le vendeur de �xer ses prix
It de manière dynamique de telle sorte que sa perte ne soit pas tellement plusgrande que 
elle qu'il aurait subie s'il avait su, et à l'avan
e, la suite des prix Ytdes 
lients, et s'était dé
idé pour le prix 
onstant optimal fa
e à 
ette suite. Le21




hoix numérique de a = 1 et b = 0 pour l'en
odage des réper
ussions 
onduit à
k� = 1, 
e dernier est don
 indépendant de N. Ainsi, l'ordre de grandeur en n et
N de la borne sur le regret de la stratégie générale de prédi
tion en informationimparfaite est (nN logN)2/3.Exemple 7 (Dégustation de pommes, suite.) Dans le problème de la dé-gustation de pommes dé
rit 
i-dessus, on peut 
hoisir l'en
odage a = b = 1et c = 0 pour les réper
ussions. On rend alors la matri
e des réper
ussionsinversible, et une fois en
ore, le théorème 6 s'applique.Exemple 8 (Prédi
tion é
onome, suite.) On rappelle que le problème deprédi
tion é
onome vu 
omme problème de prédi
tion en information imparfaite
orrespond aux matri
es de pertes et réper
ussions

L =

24 1 1

0 1

1 0

35 et H =

24 a b

c c

c c

35 .Comme le rang de L vaut i
i 2, il su�t d'en
oder la matri
e des réper
ussionsde telle sorte que son rang vaille 2, par exemple en 
hoisissant a = 1/2, b = 1,et c = 1/4. On a alors L = K H pour
K =

24 0 2 2

2 −2 −2

−2 4 4

35 .Remarque 2 (Experts, ou a
tions multiples.) Lors de la dé�nition duproblème de prédi
tion en information imparfaite, on s'est restreint aux pronos-tiqueurs 
her
hant à prédire presque aussi bien que la meilleure a
tion 
onstante.Cela transparaît dans la dé�nition du regret ; la perte 
umulée du pronostiqueury est en e�et 
omparée à mini=1,...,N

∑n
t=1 ℓ(i, Yt), à savoir, la perte 
umuléede la meilleure a
tion 
onstante. On peut 
ependant dé�nir également le regreten termes d'une 
lasse d'experts (ou d'a
tions multiples). Un tel expert peutêtre identi�é à une suite i = (i1, . . . , in) d'a
tions it 2 {1, . . . , N}. La dé�nitiondu regret tenant 
ompte d'une telle 
lasse S d'experts est

n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i2S n∑

t=1

ℓ(it, Yt) .Il est fa
ile d'étendre les stratégies de prédi
tion obtenues dans le problèmesimple de prédi
tion en information imparfaite dé
rit dans 
ette partie au 
asplus général des a
tions multiples. En parti
ulier, lorsque S 
ontient M experts,on obtient une borne de k�2/3(Nn)2/3(lnM)1/3 sur le regret.L'exemple 8, 
elui de la prédi
tion é
onome, révèle que la borne du théo-rème 6 ne peut être améliorée signi�
ativement en général. Plus pré
isément,22



dans 
et exemple (et dans d'autres où la 
ondition L = K H est remplie), leregret est borné inférieurement par une quantité de l'ordre de n2/3. On prouve
ela en adaptant la preuve du théorème 5 ; voir [17℄ pour les détails de l'adap-tation.On peut se demander sous quelles 
onditions (idéalement minimales) surles matri
es de pertes et réper
ussions il est possible d'obtenir des stratégies
ohérentes au sens de Hannan. Le théorème 6 indique que 
e
i est le 
as dès lorsqu'il existe un en
odage des réper
ussions tel que le rang de la matri
e�
H

L

�obtenue par 
on
aténation de 
elle des pertes et de 
elle des réper
ussions n'estpas plus grand que le rang de 
ette dernière. Cette 
ondition su�sante n'est
ependant pas né
essaire. Pour une dis
ussion détaillée et des exemples supplé-mentaires, on renvoie le le
teur à [52℄, [17℄ et [15℄.5 Plus 
ourt 
hemin dans un jeu de bandits man-
hotsLes résultats présentés dans la partie 2 montrent qu'il est possible de 
ons-truire des stratégies de prédi
tion séquentielle dont la performan
e sur toutesuite arbitraire d'observations est presque aussi bonne que 
elle du meilleur,sur 
ette même suite, parmi N experts ; à savoir, que la perte 
umulée de lastratégie de prédi
tion, rapportée au nombre n de tours, est au pire égale à
elle du meilleur expert plus une quantité proportionnelle à plnN/n, 
e
i va-lant quelle que soit la fon
tion de perte bornée en jeu. La dépendan
e logarith-mique en le nombre N d'experts à disposition permet d'obtenir des bornes utilesmême lorsque N est grand. Cependant, les stratégies de prédi
tion les plus élé-mentaires, telles 
elles par pondération selon un potentiel, ont une 
omplexitéalgorithmique proportionnelle au nombre d'experts, et sont ainsi impossibles àmettre en ÷uvre lorsque 
e dernier est très grand.Cela dit, dans de nombreuses appli
ations, l'ensemble des experts a une 
er-taine stru
ture qui peut être exploitée pour 
onstruire des algorithmes de pré-di
tion e�
a
es. Une liste non exhaustive de référen
es à l'exploitation d'unestru
turation sous-ja
ente 
ontient Herbster et Warmuth [38℄, Vovk [59℄, Bous-quet et Warmuth [10℄, Helmbold et S
hapire [37℄, Takimoto et Warmuth [56℄,Kalai et Vempala [41℄, György, Linder et Lugosi [26, 27, 28℄. On pourra égale-ment 
onsulter, pour obtenir une vue plus globale, Cesa-Bian
hi et Lugosi [15,
hapitre 5℄. L'abondan
e de la littérature sur 
e point montre que 
e problèmea sus
ité un grand intérêt dans la théorie algorithmique de l'apprentissage.On étudie dans 
ette partie le problème de trouver le plus 
ourt 
hemin23



PSfrag repla
ements u

u

v

v

Fig. 1 � Deux exemples de graphes orientés et a
y
liques, pour le problème duplus 
ourt 
hemin.entre deux points ; 
'est un exemple représentatif de problème stru
turé, qui aretenu l'attention pour ses appli
ations nombreuses.On 
onsidère un réseau représenté par un ensemble de n÷uds reliés par desar
s, et on suppose que l'on doit envoyer un �ux de paquets d'un n÷ud sour
evers un n÷ud de destination. A 
haque pas de temps, un paquet est envoyé selonun par
ours (à 
hoisir) reliant la sour
e à la destination. Chaque ar
 du réseaua un temps de par
ours propre, qui dépend de la 
ir
ulation lo
ale ; et la duréetotale que met le paquet pour par
ourir tout le trajet est la somme des duréesasso
iées aux ar
s formant ledit trajet. Ces durées peuvent 
hanger de manièrearbitraire à 
haque pas de temps, et on 
her
he un moyen de déterminer les
hemins de telle sorte que la somme des temps de par
ours des paquets sur les
hemins 
hoisis ne soit pas tellement plus grande que sur le meilleur trajet duréseau.Naturellement, 
e problème peut être formulé 
omme un problème de pré-di
tion séquentielle dans lequel 
haque trajet possible 
orrespond à une a
tion.Cependant, 
omme le nombre de 
hemins possibles est typiquement exponentielen le nombre d'ar
s, 
ela ré
lame des algorithmes dont la mise en ÷uvre est al-gorithmiquement rationnelle. Deux solutions d'inspirations très di�érentes ontété proposées. L'une d'entre elles se fonde sur la stratégie du �meilleur expertbruité�, voir Kalai et Vempala [41℄, tandis que l'autre repose sur une implé-mentation e�
a
e de la stratégie de prédi
tion par pondération exponentielle,voir, par exemple, Takimoto et Warmuth [56℄. Cha
une des deux solutions a sesavantages et peut être étendue dans di�érentes dire
tions.On formalise le problème en 
onsidérant un graphe (�ni), orienté et a
y-
lique, dé�ni par un ensemble V de sommets, et un ensemble d'ar
s E =

{e1, . . . , e|E|}. Ainsi, 
haque ar
 e 2 E est une paire ordonnée de sommets,
e = (v1, v2). Soient u et v deux sommets �xés dans V . Un 
hemin de uvers v est une suite e(1), . . . , e(k) d'ar
s s'é
rivant sous la forme e(1) = (u, v1),24



e(j) = (vj−1, vj) pour tout j = 2, . . . , k − 1, et e(k) = (vk−1, v). On identi�e
haque 
hemin à un ve
teur binaire i 2 {0, 1}|E| dont la j-ième 
omposante vaut
1 si et seulement si l'ar
 ej fait partie du dit 
hemin. Pour simpli�er les 
hoses,on suppose que tout ar
 de E est dans au moins un 
hemin de u vers v, et que
haque sommet de V est point d'arrivée (ou de départ) d'au moins un ar
 de E(voir la �gure 1 pour des illustrations graphiques).A 
haque tour t = 1, . . . , n du jeu de prédi
tion, le pronostiqueur 
hoisit un
hemin It parmi tous les 
hemins possibles de u vers v. Une perte ℓe,t 2 [0, 1] estalors assignée à 
haque ar
 e 2 E. Formellement, on peut identi�er le résultat Ytau ve
teur de pertes ℓt 2 [0, 1]|E| dont la j-ième 
omposante est ℓej,t. La pertesubie par un 
hemin i au tour t est égale à la somme des pertes de 
ha
un desar
s situés sur le 
hemin, 
'est-à-dire que

ℓ(i, Yt) = i � ℓt .On s'autorise un léger abus de notations en é
rivant e 2 i lorsque l'ar
 e 2 Eappartient au 
hemin représenté par le ve
teur binaire i. On observe alors quepout tout t = 1, . . . , n et tout 
hemin i,
i � ℓt =

∑

e2i

ℓe,tet que par 
onséquent, la perte 
umulée de tout 
hemin i s'é
rit 
omme lasomme
t∑

s=1

i � ℓs =
∑

e2i

Le,toù Le,t =
∑t

s=1 ℓe,s est la perte a

umulée par l'ar
 e pendant les t premierstours de jeu. Tout 
omme pré
édemment, le pronostiqueur peut re
ourir à destirages aléatoires auxiliaires, et 
hoisir It au hasard selon une probabilité pt surl'ensemble des 
hemins de u vers v. On dé�nit le regret 
omme la di�éren
e
n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i

n∑

t=1

ℓ(i, Yt)dans laquelle le minimum est pris sur ledit ensemble de tous les 
hemins de uvers v.Par exemple, la stratégie de prédi
tion par pondération exponentielle, em-ployée sur 
et ensemble, assure que le regret est borné par
n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i

n∑

t=1

ℓ(i, Yt) � K

 r
n lnM

2
+

r
n

2
ln 1

δ

!ave
 probabilité au moins 1 − δ, où M est le nombre total de 
hemins de u vers
v dans le graphe et K est la longueur du plus long 
hemin.25



On étudie dans 
ette partie la version �bandits man
hots� du problème detrouver le plus 
ourt 
hemin entre deux points ; i
i, on suppose � et 
ela este�e
tivement plus réaliste dans les appli
ations � que le pronostiqueur n'a a

èsqu'aux pertes asso
iées aux ar
s qui sont sur le 
hemin qu'il a 
hoisi. Pluspré
isément, après avoir 
hoisi le 
hemin It au tour t, la valeur de la perte ℓe,test portée à sa 
onnaissan
e si et seulement si e 2 It.Ce problème est bien une version des jeux de bandits man
hots présentésdans la partie 4. Une appli
ation dire
te de (2) résulte en la borne suivante :ave
 probabilité au moins 1 − δ, et ave
 les notations pré
édentes,
n∑

t=1

ℓ(It, Yt) − min
i

n∑

t=1

ℓ(i, Yt) � 11K

2

p
nM ln(M/δ) +

K lnM

2
.Cependant, 
e majorant sur le regret est inadmissible, par
e que 
et emploidire
t d'une stratégie de prédi
tion par pondération exponentielle sur les pertesdes 
hemins entraîne une dépendan
e de l'ordre de pM lnM en le nombre M de
hemins, 
e qui est bien plus grand que la dépendan
e logarithmique, de l'ordrede plnM, 
orrespondant au 
as de la prédi
tion en information 
omplète. Pouratteindre une borne qui ne 
roisse pas exponentiellement en le nombre d'ar
s dugraphe, il est impératif d'utiliser la stru
ture des dépendan
es entre les pertesdes di�érentes a
tions (
hemins). L'appro
he d'Awerbu
h et Kleinberg [4℄ et deM
Mahan et Blum [46℄ a été d'étendre les te
hniques de prédi
tion du type�meilleur expert bruité� au 
as des jeux de bandits man
hots. Toutefois, lesbornes qu'ils ont obtenues ne sont pas du bon ordre de grandeur, à savoir pn,en le nombre n de tours de prédi
tion.György, Linder, Lugosi et Ottu
kák [29℄ proposent une variante soigneuse-ment dé�nie de la stratégie de prédi
tion pour les jeux de bandits man
hotsd'Auer, Cesa-Bian
hi, Freund et S
hapire [2℄ ; elle satisfait aux 
ontraintes deperforman
e requises 
i-dessus.Dans 
e qui suit, on note R l'ensemble de tous les 
hemins de u vers v dansle graphe a
y
lique (V, E). On 
onsidère les pro�ts ge,t = 1 − ℓe,t, où e 2 E, eton note gt le ve
teur formé par l'ensemble des pro�ts au tour t.On suppose que tous les 
hemins i 2 R sont de la même longueur, notée

K > 0, a�n de rendre aisée la 
onversion du problème de minimisation des pertesen un problème de maximisation des pro�ts à travers l'égalité i �gt = K − i � ℓt.Un des traits essentiels de l'algorithme 
i-dessous est que les pro�ts sontestimés ar
 par ar
 et non pas 
hemin par 
hemin. Cette modi�
ation est la 
léde l'amélioration de la borne sur le regret où le nombre |E| d'ar
s rempla
e lenombre M de 
hemins. En outre, les te
hniques de programmation dynamique,telles 
elles employées par Takimoto and Warmuth [56℄, 
onduisent à une im-plémentation e�
a
e de l'algorithme. Un autre point important est qu'il fauts'assurer que 
haque ar
 est visité su�samment souvent. A 
et e�et, on intro-duit un ensemble C de 
hemins de re
ouvrement dont la 
ara
téristique est que26



pour tout ar
 e 2 E, il existe un 
hemin i 2 C tel que e 2 C. On remarque quel'on peut toujours trouver un tel ensemble de re
ouvrement, de taille |C| � |E|.Stratégie pour trouver le plus 
ourt 
hemin dans un jeude bandits man
hotsParamètres : trois nombres réels β > 0, 0 < η, γ < 1.Initialisation : we,0 = 1 pour tout e 2 E ; wi,0 = 1 pour tout
i 2 R ; W0 = |R|.A 
haque tour t = 1, 2, . . .,(1) tirer un 
hemin It selon la probabilité pt dé�nie par

pi,t =






(1 − γ)wi,t−1

Wt−1

+ γ
|C|

si i 2 C,
(1 − γ)wi,t−1

Wt−1

si i 62 C ;(2) 
al
uler la probabilité de 
hoisir 
ha
un des ar
s e,
qe,t =

∑

i:e2i

pi,t = (1 − γ)

∑
i:e2i

wi,t−1

Wt−1

+ γ
|{i 2 C : e 2 i}|

|C|
;(3) estimer les pro�ts

g 0e,t =

{
ge,t+β

qe,t
si e 2 It,

β
qe,t

sinon ;(4) mettre à jour les poids des ar
s et 
eux des 
hemins,
we,t = we,t−1eηg 0

e,t

wi,t =
∏

e2i

we,t = wi,t−1eηg 0
i,toù g 0

i,t =
∑

e2i
g 0e,t, et déterminer la somme des poids asso
iésaux 
hemins,

Wt =
∑

i2Rwi,t .Au 
ours de la preuve, on fera usage des notations
Gi,n =

n∑

t=1

i � gt et G 0
i,n =

n∑

t=1

g 0
i,t27



pour tout i 2 R, bGn =

n∑

t=1

gIt,t ,ainsi que
Ge,n =

n∑

t=1

ge,t et G 0
e,n =

n∑

t=1

g 0e,tpour tout e 2 E.Théorème 7 Pour tout δ 2 (0, 1) et tout 
hoix des paramètres β, γ, η telque 0 � γ < 1/2, 0 � β � 1, η > 0, et 2ηK|C| � γ, le regret de la stratégie deprédi
tion dé�nie 
i-dessus est borné, ave
 probabilité au moins 1 − δ, parbLn − min
i2R Li,n � Knγ + 2ηnK2|C| +

K

β
ln |E|

δ
+

lnN

η
+ n|E|β .En parti
ulier, le 
hoix de β =

q
K

n|E|
ln |E|

δ
, γ = 2ηK|C| et η =

q lnN
4nK2|C|implique que pour tout n � max{

K
|E|

ln |E|

δ
, 4|C| lnN

},bLn − min
i2R Li,n � 2

p
nK

 p
4K|C| lnN +

r
|E| ln |E|

δ

!
.On ne donne i
i que les grandes lignes de la preuve et on prie le le
teurintéressé par les détails de 
onsulter [29℄. On 
ommen
e par le lemme suivant.Lemme 1 Pour tous δ 2 (0, 1), 0 � β � 1 et e 2 E, on aP �Ge,n > G 0

e,n +
1

β
ln |E|

δ

� � δ

|E|
.En outre, pour tout i 2 R,P �Gi,n > G 0

i,n +
K

β
ln |E|

δ

� � δ .éléments de preuve. La deuxième assertion dé
oule de la première en 
onsi-dérant des réunions d'ensembles de probabilité au plus δ/|E|. Pour démontrerla première inégalité, on �xe e 2 E, et on remarque que l'inégalité de Markoventraîne que, pour tout u > 0,P[Ge,n > G 0
e,n + u] � e−βuEeβ(Ge,n −G 0

e,n). (3)Ave
 le 
hoix de u = ln(|E|/δ)/β, il s'agit de montrer que Eeβ(Ge,n −G 0
e,n) � 1pour tout n. 28



A 
et e�et, on 
onsidère Zt = eβ(Ge,n−G 0
e,n). La réé
riture

Zt = Zt−1e
β

�
ge,t−

I{{e2It}}ge,t+β

qe,t

�permet de voir fa
ilement que EtZt � Zt−1 pour t � 2, où Et désigne l'espé-ran
e 
onditionnelle sa
hant It−1, . . . , I1 ; en passant aux espéran
es, on a alorsprouvé EZt � EZt−1 . Un argument analogue montre EZ1 � 1, 
e qui implique�nalement EZn � 1, 
omme demandé. 2Eléments de preuve pour le théorème 7. La preuve 
ommen
e, 
ommed'habitude, par la minoration et la majoration du log-rapport lnWn/W0. Onobtient la borne inférieure en é
rivant simplementln Wn

W0

= ln∑

i2R eηG 0
i,n − lnN � ηmax

i2R G 0
i,n − lnN (4)où l'on a utilisé que, par dé�nition, wi,n = eηG 0

i,n .Pour la borne supérieure, on note tout d'abord que la 
ondition η � γ
2K|C|implique que ηg 0

i,t � 1 pour tous i et t, puisque
ηg 0i,t = η

∑

e2i

g 0e,t � η
∑

e2i

1 + β

qe,t

� ηK(1 + β)|C|

γ
� 1(où la deuxième inégalité dé
oule de 
e que qe,t � γ/|C| pour tout e). Par
onséquent, l'inégalité ex < 1 + x + x2 pour tout x � 1 montre, après quelques
al
uls sans di�
ulté, que pour tout t � 1,ln Wt

Wt−1

� η

1 − γ

∑

i2Rpi,tg
0
i,t +

η2

1 − γ

∑

i2Rpi,tg
02
i,t .Pour majorer les sommes 
i-dessus, on observe premièrement que

∑

i2Rpi,tg
0
i,t =

∑

i2Rpi,t

∑

e2i

g 0e,t =
∑

e2E

g 0e,t

∑

i2R:e2i

pi,t

=
∑

e2E

g 0e,tqe,t = gIt,t + |E|β .Ensuite, il n'est pas plus di�
ile de voir que
∑

i2Rpi,tg
02
i,t � K(1 + β)

∑

e2E

g 0e,t .Par 
onséquent,ln Wt

Wt−1

� η

1 − γ
(gIt,t + |E|β) +

η2(1 + β)K

1 − γ

∑

e2E

g 0e,t.29



En additionnant 
es inégalités selon t = 1, . . . , n, il vientln Wn

W0

� η

1 − γ

�bGn + n|E|β
�

+
η2K(1 + β)

1 − γ

∑

e2E

G 0
e,n� η

1 − γ

�bGn + n|E|β
�

+
η2K(1 + β)

1 − γ
|C|max

i2R G 0
i,noù la deuxième inégalité provient du fait que ∑

e2E G 0
e,n � ∑

i2C G 0
i,n.La 
ombinaison de 
ette borne supérieure ave
 la borne inférieure (4) en-traîne bGn � (1 − γ − ηK(1 + β)|C|)max

i2R G 0
i,n −

1 − γ

η
lnN − n|E|β.Or, 1 − γ − ηK(1 + β)|C| � 0 vu les 
onditions imposées sur les paramètres, desorte que le lemme 1 implique qu'ave
 probabilité au moins 1 − δ,bGn � (1 − γ − ηK(1 + β)|C|)

�max
i2R Gi,n −

K

β
ln |E|

δ

�
−

1 − γ

η
lnN − n|E|β.En se rappelant que bGn = Kn − bLn et Gi,n = Kn − Li,n, on arrive àbLn � Kn (γ + η(1 + β)K|C|) + (1 − γ − η(1 + β)K|C|)min
i2R Li,n

+ (1 − γ − η(1 + β)K|C|)
K

β
ln |E|

δ
+

1 − γ

η
lnN + n|E|β.Cette dernière inégalité entraînebLn − min

i2R Li,n � Knγ + η(1 + β)nK2|C| +
K

β
ln |E|

δ
+

1 − γ

η
lnN + n|E|β� Knγ + 2ηnK2|C| +

K

β
ln |E|

δ
+

lnN

η
+ n|E|βave
 probabilité au moins 1 − δ.Le 
hoix de

β =

s
K

n|E|
ln |E|

δ
et γ = 2ηK|C|a pour résultat, toujours ave
 probabilité au moins 1 − δ, quebLn − min

i2R Li,n � 4ηnK2|C| +
lnN

η
+ 2

r
nK|E| ln |E|

δ
,dès lors que n � (K/|E|) ln(|E|/δ) (
ondition qui assure que β � 1). En�n, ilsu�t de prendre

η =

s lnN

4nK2|C|30



pour obtenir la deuxième assertion du théorème (et n � 4 lnN|C| est requis pourgarantir que γ � 1/2). 2Remer
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