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r��z�Z�?����������¯Z���z�Z�?�����z�0�����z�½�z°»��¯Z���Z�5�H¦����?� {Xt}|t|≤T/2 �z�x�������8���_�������z�\� [−T/2;T/2] ���W�����?°Á¢k���ZÀ��¯Z��°Q�z�����;:��Á��À����=<$���?���z�½��~H�Z�0�����z�

dXt = f(t/θ)dt+ dWt , > �@?
:�¯Z���5� θ ∈ (0; +∞) ���u��¯��8���BAH���;:��½�@���5���m�³�z°»�.¯��8�?��Àz�Z�\�«����¯�� > �5���5¦­�\������?��Z�CAH�Z�;:��½°Q���Z¦d�����z� f���8�@���5���H�Z��¦�:����.¯��@���5���m� 1 �\��� {Wt} ���L��¯Z�-���.�\�Z�Z�\�5�g�ò�?�;:����Á�\�!���0�����z�i|�Dé���z�5�?�Z�-�#��¯��W� f�+�����z��Àz����� L2([0; 1]) �5�1��¯��W�&:��8¦��\�³¦��z���?�������u�����=¥��z�Z�5������¦��H�FE©¦������_�.�

∀k ∈ Z, ck = ck(f) =

∫ 1

0
f(x)e−2iπkxdx
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��¯Z�8�\���Z�������c�8���z���?���Á�_�����VAz���5�Z���������.�����W���_�u�z°»��¯����Z��¦��z�c�c�z���m�.���z�³�Z�����?���¹¢H|�¶¹�x��¯�����¦��z�c���d¤H�W�m��¯��
���BAH���;:=�£�Z�\�?�z�-�d�����=�\¦d�����\�����5���z�»�H�������\�Z¦��,�?����¦����.¯��,�?�W�������_°:¦��z�_�c���5Àz���Z¦��,°Q�z�u�.¯��,����¦��z�_�c�0�
���m�.���z�(�Z�����?���¹¢(�����������0���z���\�5�����;:����5���%¦��_�-�Z�z�5���©���8�.¯��=¦­�\�5���z°6AH���;:��%�?¦��\���z�H��¯��z�?���?�W�������@�����ZÀ
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¶å�³����¢ �@�q�\���?� ���_�.���5���������ZÀ!�.�é�Z�0���£��¯Z�W�³�z���%�Z�5�z������� ���(�c����¢ �?���-���Á�\�(���g��¯��z�?�õ�\�5���?����À
��� ��¯��£°Q�?�\���H:��z�8A �_°����=<$���?���z� ���?�H¦����?�?���V:�¯Z��¦.¯ �?�0�����?°Á¢ �.¯��£���.�H¦.¯Z�\������¦£�Z�=<@���5���_���Á�\����~H���W�����z�
dXt = g(Xt)dt+ dWt
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¦����?�?�����_¢³µL�\�Á�\��¢m�\�½�\�Z�^]L�m����¢m�\�_���_Y¬��[i�5����¢k���ZÀ-�z�%��¯Z�������������W�.���z�³�z°i�.¯������_�z�z�5�Á�\�_���Z�5�z���\���������¹¢
�������?���¹¢½�z°»�.¯��8�Z�5�H¦����5� {Xt}t > �5���,�\���?�`Y���y�[I?D|�o£�z�?�8�5��¦����_����¢H�+º��_�CAH�Á�\�Z���£�\���Fº��_�CAH�Á�\�Z���z�aY���w%[¯Z���H�����?�z�+�z�?���½�-���H:²�z�����?�_�\¦.¯³���x��¯���:�¯Z�z���8�5��¦��Z�5�5���_��¦­�\�?� > ���5À_�H����¦8���������H�Z�����¨�5��¦����5�5���_�H?�°Q�z�t=�\���\�?��¢H�0�NDé�W�.�5�z�,�¹¢k�@�ò�����������W�.�z�5�b:�¯���¦.¯#�����Z�\�?���
�z�
�Z����°Q�z�?�²���d�����5�-���Z��������¦ò��~H�Z���z�\�����_��°Q�z���\�m�
�����.���c��°Q���Z¦d�����z���\���K�z°���¯Z�����5�m¦����?��|:ºi�d�ò���ò�\���?�8�-���_�����z�-��¯Z�W�ò���1�.¯���¦��\�?���z°$�����?¦��5�d�.�d�«���������z���?�����
�z�W�.���z���*�z°+�Z�=<@���?���z�����5�H¦����?�5�������W�����?°Á¢�����À��.¯��u���=<@���5���_�.�Á�\����~m�Z�W�����_� dXt = g(Xt)dt+σ(Xt)dWt
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�\�Z�0��¯����*���_�����?����������À8���5�_�������4�������������.�����W������¯��u�Z�=<@���?���z��¦��m�FE�¦������_� σ > �@�0��¯-���1��¯��u���\�?�\���d���5��¦�\�Z�£�Z�z�m�¨���\�?�\���d���5��¦
¦��\�?����?����½��¯Z�,���?���?����¦��
�z°����BAH���;:=�³�.�5�����F¦��H��E�¦������_� g > �?���
°Q�z�=���Z���.�\��¦��Y���·%[I?d|

ºi�d�8�Z�L¦��z�-�1���\¦�A³�.�(��¯��-�z���?�����_�W�����z���z°ò�%�@���5���m����¦1°Q�Z��¦d���Á�z�õ���F�.¯��1���?���?����¦��1�_°ò�\�Z���������c�
¼��\�Z�5�?�Á�\�c:�¯����.�ò���z���?� > �#?d|�¶¹�8��¯Z�K¦��Á�\�?�5�Á¦��\�H¦­�\�?�d:�¯����?�*��¯��ò�+���5���H� θ ���eAH�Z�;:����W�.¯��ò�-�H�Z���H�5�Á�-����¢�5���Z��¦��������-��¼��\���?�?�Á�\�x�?��~m�����Z¦��L�?�Z�z¦��L�-�m�����«�����?����À-°Q�z�u�������.�\�Z¦����1���5��R���¦d�����z�³�z�%��¯��8¥��_���5�����
�Z�z�5��� {t → exp(2iπkt/θ)}k∈Z �z° L2([0, θ]) |8¶¹�����������$���D�����L���c���5�H�Z��¦�� [T/θ] �+��¯��1���_����Àz�������\����z° T/θ |:´u¯Z�=�z�Z�?�����z�W�.���z�%�z°$��¯Z�=�Z�5�H¦����5� {Xt}|t|≤T/2 ���Z����¦����K��¯Z�=�z�Z�?�����z�W�.���z�%�z°i���������5�%R���¦d�����z�

xk =
1

θ[T/θ]

∫ θ/2[T/θ]

−θ/2[T/θ]
e−2iπkt/θdXt = ck +

1√
θ[T/θ]

ξk,[ ](θ), k ∈ Z , > {�?
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ξk,[ ](θ) = (θ[T/θ])−1/2

∫ θ/2[T/θ]

−θ/2[T/θ]
e−2iπkt/θdWt

�\�5�=�����Z���+���������_�ò���\���Z�z�4�_�\�5�Á�\�Z������|�o£�_�5�����c����� ξk,[ ](θ) = (1/
√

2)(v+ iw) �P:�¯����?� v �\�Z� w �\�?�
�����Z���+���������_�����.�\�����\�5�£¼��\�Z�?�5�Á�z�³�?�z�����_� �z�\�?�Á�\��������|
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�\���\�m�����c�8�c���5�?���z�Z���\���³��¯Z�,�5��°Q���5����¦����u�.¯����?������|SDé�,�?¯Z�z���»�Á�W�����=�����?¦����?����¯Z�,�z�����?�_�\¦.¯£�z°�Y¬{\ k����[
�?����¦��8�z���!:��z�TA%�5�����������z�½���­|K¶¹�%�.¯���°±�?�\�-�F:��z�TA%�z°��Z�z�����\�?�\���d���5��¦8���������©�W�����z���-:��,�\���?�\:u�\�_���.�
~H�Z�0���-��¯Z�-�c����¢!Àz�������?�\�ò�5���?�����.�,�_�m�.�\���Z���g�c¢é¼L�z���Z�+�d�g���rY��­{�[å|³¶¹�!��¯����
���\�+������¯��©�Z�5�z�@�z�?���#�
:u��¢%���������?���c�8�d¤��\¦d�=���;:������+�z�Z������°Q�_�u�©�\�_¢³���z�Z�Z�\�?�z�-�d���?��¦����������©�W�����z�½�Z�5�z�Z�����-�����\�?���³�_�£�
ºi¿�t > ���H¦��\�»�\��¢k���m���0�.��¦����_�5���\���â�¹¢B?��Z�5�z�@�����¹¢x�z°»��¯��8�-�H�Z���i�W�=���.�%Az�z|

vm�Á��¦�� θ ���©�Z�CAH�Z�;:������-�m����� > {�?-���©���\�(�z���?�����c����| ���m�©��¯Z�½���5�D�k���z���(���5�%R���¦d�����z� ¦��z� �@�
�5���Z�Á�\¦����F�_¢F�����\���Z�z� �Z�5�%R���¦d�.���z�F�z�_������¯Z�,�?�d���_°:°Q�Z��¦d�.���z��� {t → exp(2iπkt/θ̂T )}k∈Z �C:=¯����5�
θ̂T

�����z�_¢x¦��z���?���������_�=���������©�W���z���z° θ ���5����¢k�Á��À-�z�x��¯��8�z���?�����z�W�����_�³�z° {Xt}|t|≤T/2 |¶å���Á�eAm���;:��1�?����¦��K��¯Z���?���-�����\�s:��z�8A8�z°+¼L�z�Á���+�D�qY��z��[H��¯Z�W��¦��z���?���������_�*�����������0���z�5�:�z° θ �d¤k�����������¯Z���i�?�������Z�\�?�\���d���?��¦�°±�?�\�-�F:��z�TA+|6Dé�e:=�����_�Á�W�����i�����?¦����?���\���8�Z�5�K�u�-�m���=tZ�����H���5�?���z�8�z°�¼L�z���Z�+�D�$¾¬�
���������©�W���z�����_���?�H���Z¦����½�c¢£r��\�����������`Y ·%[å|dDé�,�z���5�©�-���_�����z�³��¯Z�0����¯Z�8���\�-�cAH���Z�½�z°������.�����W�.�z��¯��\�
�+�����³�Z�5���k���Z���³�_¢£¼��\�?�5�Á�0�=�z���½ºi�d�m¢H�¹ºi�����Z¦uY��� %[i���½�-�����?¦��5�D���wv����x�c���5�?���z�½�z°��-�H�Z��� > �@?D|ºi�d�������\�?�?���-�#°Q�_���.¯��#�-�_�-���_���.¯Z�W�8�(¦��z�Z�?�����.���_�����������©�W���z� θ̂T �z° θ ����¦.¯Z�z�?����|WDé�c:u�\�_����x�Z�FtZ�Z�,��¯Z�1���5��R���¦d�����_�õ�z°���¯Z�1�z���?�����z�W�����z�����5�H¦����?�L�z�_�.�(��¯��1���\���Z�z� �?�d�8�z°K°Q�Z��¦d�.���z��� {t →
exp(2iπkt/θ̂T )}k∈Z ���Z�\������¢ ∫ T/2

−T/2
e−2iπkt/θ̂T dXt . > ·P?

t��0�.�L��¯Z�0�u�.¯�����~H�Z�\�c�����¹¢³¦��z�����0���+�8���Ft������½���½¶å��x�¾¬�����_����À_�?�W�����z�£°Q�?�\���H:��z�TA@�Z�?����¦��L�.¯��8���5�m¦����?�
{e−2iπkt/θ̂T (ω)}t ���*Àz���Z���?�\����¢-���0���\�Z�z�m�����\:�����¯��5���?�+��¦d����� {Ft} �%:=¯���¦.¯����:��¯Z� σ �kt������-À_���������W������_¢ ��¯������\�����_���z�z�5�Á�\������� {Ws,−T/2 ≤ s ≤ t} |>¶¹�����������L�����������W�.�z�5� θ̂T �\�5�!���Z�����£���?���ZÀ
��¯Z��:�¯��_���-�z�Z�5�����z�W�����_�����?�H¦����?��|-´u¯����8�Z�=E�¦��Z���¹¢õ���8���c���5¦��z���-���?���ZÀ%��¯��-°e�\¦d���.¯Z�W���.¯��-���5�m¦����?�
{e−2iπkt/θ̂T (ω)}t ¯Z�\���Z�W�.¯��!:�����¯
tZ�Z�������.�0�.�\�@�_�\�5�Á�W�.���z��|*´u¯H���������Z�0������À

uθ̂T (t) = exp(−2ikπt/θ̂T ) ,

:��8�z�m�.�\�Á�%��¯��W� ∫ T/2

−T/2
Xt uθ̂T (dt)

���!:������i����tZ�����½�\����vH���������kR��������_����Àz�?�\�«|*´u¯������5�����\�8A%�\���Á�;:����Z���.�-����tZ��� > ·P?��\�
∫ T/2

−T/2
e−2ikπt/θ̂T dXt =

∫ T/2

−T/2
e−2ikπt/θ̂T f(t/θ)dt+

∫ T/2

−T/2
uθ̂T (t)dWt ,

:�¯Z���5� ∫ T/2

−T/2
uθ̂T (t)dWt , uθ̂T (T/2)WT/2 − uθ̂T (−T/2)W−T/2 −

∫ T/2

−T/2
Wt uθ̂T (dt) .> �s?
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¥Z�z�u°±������¯Z���u���D�.�\���������?���8�5�Z���?��¦d�.���z�³��|à·�|
¥����Z�z����¢c�0��¯Z���z���?�����z�W�����z�1�z°k�.¯����Z�5�H¦����5� {Xt}t °Q�5�_� > �@?������Z��¦������\�-�\���Z�5��¤k���©�W������¼��\���?�?�Á�\��?��~H�Z����¦��8�5���\¦��8�-�H�Z����:�����¯½�z�Z�5�����z�W���Á�z���

zk =
1

T

∫ T/2

−T/2
e−2iπkt/θ̂T dXt = γk(θ; θ̂T ) +

1√
T
ξk(θ̂T ), k ∈ Z , > ��?

:�¯Z���5�

γk(θ; θ̂T ) = T−1

∫ T/2

−T/2
f(t/θ)e−2iπkt/θ̂T dt , > yP?

ξk(θ̂T ) = T−1/2

∫ T/2

−T/2
uθ̂T (t)dWt . > ¸�?

t��0�.����¯��W� ξk(θ̂T ) ���=���0���\�_¢k���z�5�
�%¼��\���?�?�Á�\�£���\���Z�z���z�z�5�Á�\�����
���z� γk(θ; θ̂T ) ���Z�d�����5��������������¦�����?�³|VDg���5¯��\���K�\���?�½¦��z�Z�5���Z���,�\���\��¯����
¼��\���?�?�Á�\�!�?��~m�����Z¦����5���\¦����-�H�Z��� > ���������*���Z�z���?�����c��������z�Z�u¦��z�_�.�d¤H�H?
yk = ck +

1√
T
ξk,[ ](θ) , > wP?

:�¯Z��¦.¯³���u�?���-���Á�\���.� > {�?��d¤�¦����m��°Q�5�_� ��¯Z�L�Z�z�5�©�\���wv��W�����_�³°±�\¦d���_��|K¡��Z�S:��z�TA(�����Z�\�?���³�z�%��¯���°±�\¦d�
��¯��W�*�-�H�Z����� > wP?D� > ��?��\�Z� > {�?��\�5��¦��Á�z�5�����Z�z��Àz¯ > ���-���5�����?�ò���L�+���5�@��¦��=t�����?��?���.¯Z�W�:��¯Z���z�Z�?�����c����-�m����� > ��?����Z¯����5���.��¦��Á�\�?�5�Á¦��\�i�5���?�����.�u�_�%��¯Z�������������0�����z�½�z°i�.¯����?��Àz���\��°Q�?�z�����H�Z����� > {�?��_� > wP?d|

t��\���K�.¯Z�W�:��¯����?���������L�5�������5��¦D�����z�1���?����À=��¯��u¥Z�z���5�Á�������\�?����|�¿�¦d���Z�z����¢c�0�.¯����Z�5���z°+�\�_¢#�@���5���H�Z��¦
�z���.¯��z�Z�z�5���\���Z�\�?��� > °Q�_�*�������.�z��¦����+���5�Á�H����¦!:u���H�����d���ò�Z�\�?���K�Z�FtZ���������aY y%[å�mr�¯��\�m�����K�P?y:��_�����©�����\����1��¯������\���3Am�����³�_°��5���?�Z�������\�����z��À©�\�!:��8¦��\�½���.�������Z�FtZ���L��¯����Z�5�%R���¦d�����z�½�-�H�Z��� > ��?D|

§*���������W�.���z�F�z°���¯Z�,�?��Àz�Z�\�����F�-�H�Z��� > �@?��5���������=�z�£�?��Àz���Á�z�5���¹¢£�z�5�?�Z�-�m�.���z���=�z� f |�¥Z�5�z� ���;:
�z�i�":��8�z�5�?�Z�-���.¯Z�W� f �+�����z�ZÀz������� > �@���5���H�Z��¦@?uvk�z�+�z���D�x���\���

W (β, L) = {f 1 �¨�@���5���m����¦z� f ∈ L2([0; 1]);
∑

k∈Z
|2πk|2β |ck|2 ≤ L}.

¶¹�³�.¯��#¼��\�Z�?�5�Á�z�£�?��~m������¦��,�?�Z�\¦��
�-�H�Z��� > wP?D��¦��O�\�5�?��¦­�\�����������\�=���������©�W�����=�z°���¯��
°Q�z�5� (λkyk)k∈Z¦��z�Z�����5��¦D�����c:�����¯c:�����Àz¯c���?��~H�Z����¦���� (λk)k∈Z ��� `2(Z) �\Àz���c��¦��z���?���������c�:�������Á���W���z�?���z°k��¯Z��¥Z�z�Z�5�����¦��H��E�¦������c��� (ck)k∈Z �z° f |��*�����8Az���\Y¬{\ �[����_���?�H���Z¦��������Z�\���.��¦����Á�z��¦d¯��z��¦��,�_°���¯��3:�����Àz¯_��� (λk)k∈Z�\�Z� �����.�\�Z�����5¯Z���1��¯��W�-��¯Z�³¦��z�5�5���5�@�z���Z����À��������­�\�-�����.�����W�.�z�-���©�\��¢k���m���0�.��¦��\����¢ �-���Z�����W¤ �d¤��\¦d�
�\���z��À½�z�_¢������������W�.���z�!���5�H¦������Z�5�-�z°*�.¯���¥Z�z�Z�5������¦��H�FE©¦������_��� (ck)k∈Z �z° f ���!�£vm�_�+�z���d���Z�\���
W (β, L) > �?���-�\���?�zY��F[��_�QY¬{z{#[å�»r�¯Z�\�m�.����·k��°±�z���%¦��z�-�Z���d���1���c�����k���H: �z�F��¯Z���=�.�z����¦@?D|
�����Z�8Az����¾¬�
:�����Àz¯c���,�����@���Z���z�õ��¯����?�-�m�0��¯��Z���?�8�Z�\���\�-�d�.��� β �\���!�z�õ��¯Z���+�z�Z��� L �z°K��¯Z�©vk�z�+�_���d���Z�\���«�
�\�Z�%��¯H�Z�������Z�8Az����¾¬�����������©�W���z��°±�\�����u���-�@�8�\���\�m�����H�z|

¿²�Z�W���Z�?�\�$�?���Z���������k���=���1�����Z���\�u�����������W�.���u���u�z�k�.�\�������{:�¯����(��¯Z�W:�����Àz¯c��� (λk)k∈Z �\�5�L���W�.�W����?���c���������­�\�����ZÀ³���£�Z�z�m�¨�����Z���\�,�����.�����W���_�5��|£¡��k�������\�K¦.¯Z�z��¦��(�z°��?��¦.¯é�£�?��~H������¦��©�z°�:�����Àz¯_���#���
¦��z���-�z�Z��¢-¦��z���?�������5���©���1�X:��,���=<$���5���_�|:u��¢k���H���?���ZÀ8�z���\¦�����������~m�Z�\�����.�����K�z�K���������©�W¤��z�Z�\�m�.���k���¹¢c|
¡��(�.¯��L�z���L¯Z�z�����k�z���\¦����L���Z��~H�Z�z�����������u����¢©��¯Z�W���\�³�����������W�.�z���-������¦��ò�.¯�� ú\û5þs� 
 ÷ :�����¯����½�_tk¤k���
¦��Á�\�?���z°6:�����À_¯_����|�´�¯����z�?�\¦�����¦��z���?�����������³¦.¯��H�_�5���ZÀ�:�����Àz¯c����Àz���k���ZÀ#��¯������;:��������?���8A(���m�������@���Z�m�
����À©�z�³�.¯��,���CAm���;:��£���\�?�\�-�D�����5���\���³��¯m�����Z�0�=���­�\�����ZÀ-���(�\�£���������©�W���z��|�¡L�³��¯��,�0��¯�����¯Z�\�Z���



f�g þ)�F��þ_ücþ������IL\÷1÷dýH���Ih-þP���eú\ÿ�úji,þ3�Z÷Dû��«ú�ü%�k�di�Okÿ��F���«ú\ÿFùl�m�m�
OmÿCnWÿ�úzù�ÿQ�Z÷dûH�eú­ü �

�-���Z�����W¤&�\���\�m���â�k���¹¢ ����¢k�
�.¯Z�W�©�\�&���������©�W���z�-�\¦.¯����D�c���#��¯��x�-���Z�����W¤ �?�W�.�%�z°�¦��z�c�c���5Àz����¦��x�z�
�d�c����¢%�?�d���z°��_t�¤k���³¦��Á�\�?�u�_°»�?�d����|Kr����_�\���������z���x´���¢��Z�%Az���zY ��[�¦��z�������5�Z¦d���1�?��~H������¦����z°6:�����Àz¯_�.�
(λk)k∈Z ���?���ZÀ1vH��������¾¬�������H¦�As:����?���-�D��¯��m���m�5�Z¦.¯©��¯Z�0�ò��¯Z�=¦��z�5�5���?�@�z���Z����À
�����Z���\�����������©�W���z�����W�.�����tZ�����+�0��¯��\�1�D¤��\¦d�K�z�?�\¦��������Z��~H���\�����¹¢_:�����¯Z���
��¯Z��¦��Á�z�5�*�z°����z���0�.�z���S:u����Àz¯_���K�\�Z�1�?¯Z�\�5�-�-���Z�����W¤
�\���\�m�����c�8���?�z�+�����¹¢x�z�x��¯����?¦��\���8�z°�vm�z�@�z���d�x���\����� {W (β, L);β ≥ 2, L > 0} |

¡L�����\�Z���5�c�\¦.¯%�5�����������z�pAH���;:��%�?���?���������z�+�z�k�����_���Z�\���\�-�d�.�5��¦=�����.�����W�����_�(�_°@�.¯��=°±����¦d�.���z� f:�¯Z���F�����L�+���5���m� θ ����AH�Z�;:���|Lvk����¦��#�z���#�Z�W���Z�?�\���\���}:��z�Z���F�@�8���(À_�d�L���Z°Q�z�5�©�W�����z�õ�\�+�z�k�=��¯��
:�¯Z�z�����?��Àz�Z�\� g = f(·/θ) �":��L��¯����³�Z�5�����³�����\¦d����¦�� > �\���³°Q�z���1�?��¦��z�Z�%�������z���5���Z¦�� f̂T �����\���5�­�\�m¢���Z�����8�z���5�z���1���������©�W���z�L�_° θ ?��\�������������W�.�z� θ̂T �z° θ �����z�5�����=���ptZ���\����¢q�_�m�.�\���!�\�õ���������©�W���z�
ĝ = f̂T (·/θ̂T ) �z° g |�t=�0����tZ�5���:��¯��W�e:u�����L���0�:��¯Z���z�5�D����¦��\����¢1�z�5�?���?����¯Z��~H���\�����¹¢#�z°��.¯��������������W�.���z��z° g ���.�5����°¹|F´u¯����?�(���#���F���W�������\�d:u��¢��.�F���Ft����%�£�5���8A�°±�z�8��¯Z�(�����������W�.���z�é�z° g |£¶¹�Z������������¯��°Q�Z��¦d�����_� g ���H���u���0�����W���Z�?�\����¢%�@�����z�ZÀ
���1�?�z����tk¤����x�Z�z�5�-���(�c��¦d�.�z���?�Z�z¦��zª g ���H�����Z�0���@�����z��À��� L2(R) �Z�m�u���1��¯��8�5���\¦�� L2([0, θ]) :�¯Z���5� θ �����+���Z���u�z� g |Dg�©�\���?�p:u�\�_�8���³�-���c�����z�q�.¯Z�W�
�\���\��¯����8�\�Z���5�c�\¦.¯����L���³�����?��¦d����¢������������W�.�#��¯��-°Q�Z��¦d�.���z� g°Q�5�_� ��¯��8�z���?�����z�W�����_�³�_° {Xt =

∫ t
0 g(s)ds+Wt}|t|≤T/2 > �eüx÷dýH� :�����¯Z�z�m�=�Z�5���ZÀ-�â�����@���5���H�Z��¦����¹¢B?D|´u¯Z���8�\�����?�_�\¦.¯q��¯Z�W�3:��1¦­�\������¯Z�o~ 
 �±ÿ+ü
h�÷��m�kú�ü ����¦��z�-���\�5�������õ�Z�?�\¦d����¦��
���³�z���5�����gvm��¦d�.���z��·k|

´u¯Z�©¦��_�-�Z�z�5���?�z�é�z°���¯�����:��F���d��¯��m���
���#�Z�\�?���é�z� �\�é���������5�Á¦��\�ò¦��5�������5���z� > �?���xvm��¦d�����z� ·£°Q�z��-�_�5���Z�d�.�\������?d|
¶¹�F��¯Z���L�Z�z�+�����0:���tZ�?�����Z�5���c�
��¯��W�,�����Z�8Az����¾¬�������������0���z�L¦��z�
�Z�������a:=����¯��%¦��z���?���������c� > �\�Z�:��������¹¦.¯��z�?���i���5���%�z�5�?�Z�-�m�.���z���#��� vm�Z���?��¦d�����_�&{m|��@?,���������©�W���z� θ̂T �_°��.¯��(�Z�CAH�Z�;:��é�@���5���m� θ ����\��¢k���m���0�.��¦��\����¢����������©�W¤��d¤Z�\¦d�
���!���H����� > �@?W:�¯Z���õ��¯����Z�CAH�Z�;:��!°Q���Z¦d�����z� f �+�����z�ZÀz�����x��¯��

vm�_�+�z���d�£���\��� W (β, L) > ´�¯����z�5��� �@?d|�´u¯����i�+¦��z�Z�5�Á�����5���ZÀ%vH�������i¾¬�=�����m¦�AP:����?�
���d��¯��m�£¦��z�
�����Z���
:����.¯ ��¯��õ���?�õ�z° θ̂T �9:��õ�z�k�.�\��� �\� �d¤Z�\¦d�½�z�?�\¦����õ������~m�Z�\�����¹¢ �z�-�z��À ��¯��õ¦��Á�\�?�³�z°,�-�z�Z�0���z���
�?��~H�Z����¦������_°y:�����Àz¯_�.� > �*�5�z�@�z�5�â�����z�õ{�?��\���½��¯��,�?¯��\�5�£���������©�W¤£�\�Z�z�m�����c�
���5�_�+�����¹¢£�\�-�z�ZÀ-��¯��°±�\������¢£�z°*vk�z�+�z���D�½���\����� {W (β, L);β ≥ 2, L > 0} > ´u¯Z���z�5��� {�?d|=vm��¦d�����z�q·�¦��_�_�.�\���Z�=���?�\¦D����¦��\�
���-�Z���������_�.�W�.���z�����z°��z�����-�d��¯Z�H��|*�*�5�m�z°Q���\�5�8�+�z���.�+�z�Z���%���©vk��¦d���Á�z�³��|

� �z�C.�78���!.�7819,���/�135y�d2_4_/��
�e��� ���6�k�����%���S���d�P���e�d�
Dg�1����¢£��¯��W�,�%°Q�Z��¦d�����_�q�Á��� o(1) > �5���?�@��¦d�����c����¢ O(1) ?=��°K���L�.�����������qv����?� > �5���?��|,�����+�_�����Z����?:�¯Z��� T Àz�m�������©���-t������¹¢c|�´�¯��,���0�d�W�����z� IEθ,f

�Z�����\�������D¤k�+��¦d�.�W�����_�
:�����¯£�?���?�+��¦d�����-�.¯��,���������5���
���k�����z�½�z°i��¯Z�����?�H¦����?� {Xt}|t|≤T/2 Àz���c���½�_¢³�-�H�Z��� > �@?S:�����¯½�Z�CAH�Z�;:��³���\�?�\�-�D�����5� θ �\��� f |
�p�;�;�y�z�b�� U¡�¢y�£¡�¢

f ¤ ¥��z�1�\�c¢é�5���z���H���#�+���?� h > 0 �\��� M > 0 �*�������0���%�_¢ F(h,M) ��¯Z�¦��Á�\�?���z°��?�-�H�0�.¯³°Q�Z��¦d�����_���!:�¯��_�5�,¥Z�z���5�����u¦��m�FE�¦������_��� (ck)
�?�W�.���?°Á¢õª

∀r ≥ 2,
∑

k∈Z∗
|crk|2 ≤ (1− h)

∑

k∈Z∗
|ck|2

�z��� ∑

k∈Z
|ck| ≤M ,

:�¯Z���5� r �����Z�0�������\�£���_����À_���=�\��� Z∗ �����Z�0��������¯��,�?�d� Z \ {0} |�¶��½���\������¦����Á�\���Z��¯����=���-���������u��¯��W�
f ¯��\���+���?���H� θ �z���½���0� θ/r °Q�z�u�?�z�-�8���_����Àz��� r ≥ 2 |
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I
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Dg�,�\�?�?���-�L��¯Z�W����¯����?���d¤k�����=¦��z�����.�z�_��� h > 0 � M > 0 � β ≥ 2 �\�Z� L > 0 �?��¦.¯x��¯Z�0�­ª

(F) f ∈ F(h,M) ∩W (β, L) .

�p�;�;�y�z�b�� U¡�¢y�¥¡0¢¦�#§b¨©�yªB«#ªB�z¨s�@¨)«
θ ¤ Dg�q�\�?�?�����³�.¯Z�W� θ ∈ [αT , βT ] �\��� ��¯��W�(��¯����(�?�d��\��¢k���m���0�.��¦��\����¢³¦����c���?� ]0,+∞[ ���x��¯Z��°Q�z�����;:����ZÀ\:u��¢�ª

(P1) lim
T→+∞

αT = 0 �\��� 1

αT
= O(T ) ,

(P2) lim
T→+∞

βT = +∞ �\�Z� βT = O(log T ) .

Dg�F���g�Z�0�%�Z�5�z�@�z�?�£¯����5�F�!�Z�H: ���d��¯Z�H� �z°������������W�.���z� �z°���¯��£�Z�CAH�Z�;:�� �@���5���m� θ �u���k����?�#�z�Z�#�z°���¯��1�d¤k���������ZÀ%���?�H¦����Z���5�����$¯��ÁÀz¯�����Àz¯c������À(��¯��1���\���õ���5�_�+�����������=��¯Z�W�,�\�5�#�Z�5��°Q���:���q�z���
¦��z�c���d¤H�W|*´u¯��3t��5�������������©�W�����z�£���5�m¦������Z�5���z° θ ���x��¯��8�?���-�����\�?�\���d���5�Á¦�°Q���\�-�H:u�z�TA%Àz���c���£�_¢ > �@?���u���Z�=����¼L�z���Z�+�d�zY��z�F[å|�´�¯��L���Z���#�������1�Z�?���\�³�z�����?��¤k�����W�.�L���?�%tZ���L���wAz������¯��H�m��|�´u¯Z�L���������©�W���z�
θ̂T

���W¤k�Á�-�wv���� > ���£�-���?�z�+���!:u��¢B?S:����.¯½�5���?�+��¦D�u��� τ ��¯��8°Q�z�����;:��Á��À�¦��?�������5���_� Λ �-:�¯Z���5� N(T ) ����1~m�Z�\�_�.���¹¢xÀ_�z����À1���-���CtZ������¢³�\���x���-�@��:������i¦.¯��_�5���

Λ(τ) =

N(T )∑

k=1

1

T

∣∣∣∣∣

∫ T/2

−T/2
e2iπkt/τdXt

∣∣∣∣∣

2

. > �P?

¼L�z���Z�+�d�����Ft������»�\�������.�����W���_� θ̂T �;:�¯Z��¦.¯����»�z��¢��-�m�.�0����¦��\���â¢L�FE©¦������_�����L��¯����?���Z�5�_ª limT→∞ IE((θ̂T−
θ)2IT (θ, f)) = 1 �P:=¯����5� IT (θ, f) ���*��¯��=¥����?¯����K¶¹��°Q�z�?���W�����_�©�������H����� > �@?*�\��¢k���m���0�.��¦��\����¢�Àz���H����_¢

IT (θ, f) = (1 + o(1))
T 3

12θ4

∑

k∈Z
(2πk)2|ck|2,

�?���£Y�����[å|F¶¹�¬Y ·%[å�*r��\���������Á�F¦��z�Z�?�������5�1�
:�����Àz¯_�����g�c���?�5�Á�z�é�z° > �P?,�\��� �����.�\�������?¯Z���#�5��¦��z���é�_�5��������?�z�+�������������z°»��¯���~m�Z�\�Z�?�W����¦��?���TA%°Q�z���1�Á�\�?Àz��¦��O�\�5���z°6:�����À_¯_�����½�������Á���W���z�?��|
­ ���5�z�":��8�?¯Z�\���i�������x���-¦��z�_���5�_�@��¯Z���.�\���i���5�_�Z�\�����Á�������������x��¯��8�����������W�.���z�½�z° θ �\��°Q�z�����;:���|
�p�;�;�y�z�b�� U¡�¢y�V¡0¢��#§b¨o¨"�F�� I�zªC�;¡0«

θ̂T ¤®8¯V° ´u¯Z���5���d¤��������?�z�-� p > 23/5 �\�Z�³�?�z�-�8�+�z�?���.���c��¦��_�����.�\�_� C �?�Z¦.¯%�.¯Z�W�­ª
IP
(
T 3/2θ−2|θ̂T − θ| ≥ C

√
log T

)
= o (T−p) .

± ¨"�zªC«#²´³ f ýH���Ih�þ��åú\û.ýLýDþ����OýIidø��Qÿ)µq��ú\ÿ+ü%�m���eúzÿ ®8¯V° ÷ g �OýH�¶�biDú\û3�Qÿ�ýF�åþ\ÿ���÷c�m�k÷8ùò÷F�=µ%�)�¨÷?üx÷.ýF���Ih-þP�åú\û�ý
�+û5úH�kú0ý�÷?ü ~ ø � þ0ýH��� 
m
 ú
�Qÿ`·k¸º¹,ýDþ����Oými.ø � ý�ý�O"hW�����eúzÿ ®º¯V° iDú\û�þ\ÿZøq�Qÿ��¨÷¶µc÷Dû p » ý�÷.÷©÷º¼FOZþ����eú\ÿ »j½ ��¾q�Qÿ·k¸8¹k¾P(À¿8ú\ùò÷FL\÷Dûº ,ý 
 �=µ%�)� 
 øõýH�eû5ú\ÿ)µH÷Dû½þ0ý.ý�O"h��Á���eú\ÿ�ý½úzÿ��m�k÷Âi�Omÿ������eú\ÿ

f
þ\û?÷½ÿ@÷�÷�üc÷?üÃ�åúéú ~ �åþ%�Qÿr�m�s�Oý�+û5úH��÷DûF�eø » ý�÷.÷u·k¸8¹WiDú\ûph-úzû?÷½üc÷��åþ%� 
 ý¶¾P(�Ä6�k÷o�?úzÿ�ýH�åþ\ÿ��

23/5
��ú%h�÷dý�i.û5ú%hÅ�¨÷º�H�HÿB�N�?þ 
 û?÷?þ\ýDú\ÿ�ý³þ\ÿ+ü

h-þzø�ÿ+ú�� ~ ÷#ú������Ih�þ 
 (
ºi�d�=�����-���c�����z�x��¯Z�W�=�+�\��¯%��¯Z�����������©�W���z� θ̂T ���c���5�H�Z��¦����³�_¢zY¬·�[»�\�Z�³�_���u���������©�W�����z�½�Z�5�H¦��D����Z�5�#�z° f �����x���0�8�����@�����q�z�F�.¯��#���\�?�\�-�D�����5� h �\��� M ���_���?�H���Z¦����q���õ¿��5�?�Z�-�m�.���z� ®TÆ�° �\���

��¯H�Z���m��¯��8�-�d��¯Z�H�³���=�\�Z�\�k�����c��:=����¯³�?���?�+��¦d�����#�.¯��z�?���Z�z�?�\�-�D�����5��|



f�g þ)�F��þ_ücþ������IL\÷1÷dýH���Ih-þP���eú\ÿ�úji,þ3�Z÷Dû��«ú�ü%�k�di�Okÿ��F���«ú\ÿFùl�m�m�
OmÿCnWÿ�úzù�ÿQ�Z÷dûH�eú­ü ¸

�e��� Ç��k�dÈB�6ÉaÈ��#�P�k�À�Á�%�bÉP�^�yÊ
f

p���¦��\�Á�@��¯Z�0�u��¯����©�\���³���Z���1�z°»��¯���¦��_�������5�Z¦d�����z�½�z°��z���������������W�.�z�u�z°»��¯���°Q�Z��¦d�.���z� f ������¯��W�u��¯���z�Z�5�����c���é���H����� > ��?8���#���0�
�c����¢g°±�\�#��:���¢g°±�5�z� ��¯Z�(���z�k�¨�z�Z�5�����c���é�-�m������� > {�?8�z� > wP?d�y:=¯����5��FE©¦������_�1�����������0���z�5�
�z° f �\�5�uAm���;:��i| ­ ���Z¦��z�b:��Qt��5���#°Q�z�����;: �.¯��©���Z���\�
�z°u�*�����8Az���,���rY¬{z �[*���
¦��z�Z�����5��¦D�#�³�����Z���\�,�����������0���z� f̂T �z° f |xºi�d�#���,�5��¦­�\������¯����Z�FtZ�Z�������z�g�z°ò��¯��(�����Z�TA_����¾¬�Â:�����Àz¯_�.��������0�����q�c¢ (qk)k∈Z ���õ�z���L�?�d���Z��|
¥Z�z���\�_¢q�5�­�\�:�H���
�@��� u ��:��1�Z�����0�.�#�c¢ (u)+

��¯��1~H���\�_�����¹¢
max(u, 0) �m��¯Z���½�*�����8Az����¾¬�!:�����Àz¯c�����\�?������tZ�����³�_¢$ª

∀ k ∈ Z, qk =
(

1− w|2πk|2β
)

+
, > �� P?

:�¯Z���5� w ������¯����?�z���k�����z�½�z°»��¯���°±�z�����;:�����À���~H�Z�W�.���z��ª
1

wT

∑

k∈Z
|2πk|2β

(
1− w|2πk|2β

)
+

= L .

o£�_�5�����c�������z�Z��¦��\�½�����.�\�Z�����?¯%�.¯Z�W�­�Z�\� T Àz�H�����������-t������¹¢c�

w =

(
βπ2β

(2β + 1)(β + 1)L

) β
2β+1

T
−β

2β+1 (1 + o(1)) .

± ¨"�zªC«#²�Ë�Ì ú��¨÷��Qÿ{��þ\ûF���N�FO 
 þ\û_�m�mþP�dÍ��Qÿ�ýºnz÷Dû-Î ý,ùò÷F�=µ%�)�±ý#þ\û?÷�÷8¼�O�þ 
 �åúQÏ­÷Dû5ú�iDúzû |k| > N0
 �ù��k÷Dû?÷

N0
�¨÷Dÿ+ü0ýÂ�åúu�Qÿ;�*ÿB�m�eø(þ��S�m�k÷,û5þ��¨÷

T 1/(2β+1) ( 	 �Qÿ��.÷ β ≥ 2
 Kùò÷Â�mþ%L\÷

N0 = O(T 1/5)
(

ºi�d���Z�����_���5�m����¦��z��°Q�z���\�_¢³�5��~H�����Z¦����z°b:�����Àz¯c��� λ ∈ [0; 1]Z �k��¯���°±�z�����;:�����À�°±����¦D�����z�Z�z�«ª

R(λ, f) ,
∑

k∈Z
(1− λk)2|ck|2 +

λ2
k

T
. > �z�@?

´u¯Z����~H�Z�\�c�����¹¢8�����Z�0��¯����ZÀ����k�»��¯��K~m�Z�\�Z�?�W����¦ò�5���8A ∑
k∈Z IE(|λkyk−ck|2) �\�\�?�?�H¦��Á�W�.����������¯��K�����Z���\����������©�W���z� (λkyk)k∈Z ���%�-�H�Z��� > wP?D|�t��\������¯��W�­�k�\���d¤k�Z�Á�\�������(°Q�z���������.�\�Z¦��=���ÐY¬{z{�[ > vm��¦d�����z�x·k|Ø��?d���¯Z���5�����:�Z���?�������5��¦d�.���z�#¦��z���?�������5����ÀL�?��~H������¦����:�z°C:�����Àz¯c���y:��â��¯,�_�\�������:��� [0; 1]Z �z�5�Á��¦������5�%R���¦d�����z��z°Z�.¯���:�����Àz¯_���*�z�c��� [0; 1]Z �z�_�k���z�Z�?��¢1�Z��¦��5���z�5�����.¯��u�5���8A+|:´u¯����i�c�\� T Àz�H���:�������CtZ������¢c�c�*�����8Az����¾¬�

´u¯Z���z�5��� > �?���uYà{\ �[I?�Àz���c����ª
lim

T→+∞
sup

f∈W (β,L)
R(q, f)T 2β/(2β+1) = lim

T→+∞
inf

λ∈[0;1]Z
sup

f∈W (β,L)
R(λ, f)T 2β/(2β+1)

= lim
T→+∞

inf
fT

sup
f∈W (β,L)

IE(‖f − fT ‖2)T 2β/(2β+1) = C∗ , > �­{�?

:�¯Z���5����¯����?��¦��z�Z�%���-t��
��� ���K�d�%Az���%���c�����\���@�����������0���z�5� fT �z° f �z��� C∗ �����*�����8Az����¾¬��¦��_�����.�\�_�Wª

C∗ = [L(2β + 1)]
1

2β+1

(
β

π(β + 1)

) 2β
2β+1

. > ��·P?
n��Z°Q�z���.���Z�W�.����¢c�����H����� > wP?=�Á�L�Z���z�Z�?�����c���i| ­ �;:��d�c������:u�1�?¯Z�\�������?���c�
��¯��W��:��1¦­�\���\¦d¯����d�c�#��¯�����\�-�8�?¯Z�\�5�½�?�W���8���?����À����5�%R���¦d�����z�½�-�m����� > �P?d|
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µ��FtZ�Z�
�.¯��1�����Z���\�����������©�W���z� f̂T ��¯��-°Q�z�����;:=����Àp:u��¢�ªL��° f �@�����z��Àz�L��� W (β, L) �\��� θ̂T ���,�
���?�������-�����\��¢³�����������0���z�u�_° θ �Z�?���%�������FtZ�Z����¯Z�����5��R���¦d�����_�³���H����� > ��?d�����D�

f̂T (x) =
∑

k∈Z
qkzke

2iπkx , > ���s?

:�¯Z���5����¯�� qk ¾¬���\�5����¯Z�������Z�8Az����¾¬�|:�����Àz¯c�������Ft������(�_¢ > �� P?K�\�Z�%�\�?�5�m¦��Á�W�����©��� W (β, L) �m�\�Z����¯��
zk
¾¬�u�\�5���Z�FtZ�Z���%��� > ��?d|�¶¹�©��¯Z���?��~H�Z���«�c�.¯��L¥Z�z�Z�5������¦��H��E�¦������c�����z°$�.¯���°Q�Z��¦d�.���z� f̂T �z�5���������0������_¢ ĉk |�t��0������¯��W����¯Z�8���������©�W���z� f̂T ��� > ���s?��Z���+���������z�³��¯��,������À_Àz��� θ̂T �z���â¢%�k�Á� zk |�Ñ�¥Z�5�_�> ���)?d�":��8Àz�d�Wª ĉk = qkzk

��°Q�z���\�_¢ k ∈ Z |
´u¯Z�1�����Z���\�����������©�W���z���z�k�.�\�������a:=����¯!�*�����8Az����¾¬��:�����Àz¯c���8���8�\��¢k���m���\����¦��\����¢õ�d¤Z�\¦d�,�-���Z�����W¤

���½�z���u�?�d�.�����Z�z�������?���?���³�_¢%��¯��8°Q�z�����;:����ZÀ1��¯����_�5���Ò:=¯���¦.¯½�������?���c���³���Fvm��¦d�����z�½��|
Ó §b¨)¡�«#¨"� ³´Ô � g

β ≥ 2
þ\ÿ+ü

L > 0
(�Õ»ÿ+üc÷Dûp�m�k÷³þ0ý�ý�O"hW�����eúzÿký ®jÆW°#Ö\®j× ³ °#ÖQ®T× Ë °�ÖQ®8¯Q°  ��m�k÷

÷dýH���Ih�þ��åú\û
f̂T

üc÷��*ÿ@÷?ü ~ ø > ���s? ý�þ����OýI��÷dý��

lim
T→+∞

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEθ,f‖f̂T − f‖22

= lim
T→+∞

inf
fT

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEθ,f‖fT − f‖22 = C∗,

ù��k÷Dû?÷Q�m�k÷\�Qÿ;�dh\O"h��Oý\�åþ%n\÷Dÿ ú%L\÷Dû-þ\ÿZø£÷dýH���Ih�þ��åú\û
fT

~ þ\ý�÷?ü£ú\ÿØ�m�k÷©ú ~ ý�÷DûHL0þ����eú\ÿéúTi {Xt}|t|≤T/2üc÷dý��DûH� ~ ÷�ü ~ øQh-ú­üc÷ 
 »T½ ¾(þ\ÿ+ü C∗ �Oý�Í��Qÿ�ýºnz÷Dû-Î ýc��ú\ÿ�ýH�åþ\ÿ���üc÷��*ÿ@÷?üu�Qÿ > ��·s? (
´u¯Z���z�5��� �F���5�����������x�\� �FE�¦������_�³�\�Z� �-���Z�����W¤ �Z�5�H¦����Z���5�F�_°L�����.�����W�.���z� �z° f ��� ��¯��F¦��Á�\�?�
W (β, L) | ­ �;:��d�H�����ò��� ���?�\¦D����¦��z�*��¯��³�Z�\�?�\���d�����5� β �\��� L �z�5�x�Z�CAH�Z�;:���| ´u¯m�����l:��p:��z���Á�
���wAz�,���%¦��_�������5�Z¦d���z�F�����.�����W���_�=�_° f :�¯���¦.¯q�Z�H�����Z�0���5��~H�Z���5�,��¯���AH���;:=������Àz�1�z°��.¯��#�5��Àz���O�\�5���¹¢�Z�z�?�\�-�D�����5� β �\��� L |�´u¯Z�������?�5�Z�������.�5���W�����³���%�.¯���°Q�_�����;:�����À��?���Z�?��¦d�����z�i|
�e�mÙ Úe�%È0�k�9ÛI�oÜ�Ý��lÞsßyà`�N��Èá�|É��lÞ-È�â��|É�È
¶¹�(�_�5�����*�.�
¦��z�������?��¦d�u�\�%�z�Z�\�k�����c�=�����.�����W���_�ò�z° f � �eü©÷dýH� �\�%�����������W�.�z�d:�¯Z��¦.¯(�Z�H���ò�Z�0���5��~m�����5���¯Z�cAH�Z�;:������ZÀz�
�z° β �\��� L �B:��
���d�=��¯Z�
�5��~H�����Z¦��,�_°y:�����Àz¯_���������@���Z�£�z�½��¯Z�,�Z�0�.� {Xt}|t|≤T/2 |ºi�d�-���_t��5���1�?��¦��\���K��¯��%���Z���F�z°��.¯��³vc��������¾¬�#�Z���H¦�AP:��Á�5�%�Z�5�H¦��������?�%�\�1�d¤k���Á�z������� ���´Y �%[å|�µ��FtZ���
�£�Z�\�����������z� �z°���¯Z�(���_�������_�\� [−Nmax;Nmax] �y:=¯����?� Nmax = T 1/4 �:��� �5�Z�����_�.�����z�z��� Bj ¦­�\������������m¦�AH��°Q�_� j = −J, . . . , J |yDé�=�Z�����0�.�=�_¢ Tj �.¯��=¦­�\�5�������\�����¹¢(�z° Bj |yDg���?¯Z�\���@����Az�����5��¦����?����¯��¦��z�Z�����5��¦D�����z�³�z°»��¯Z� Bj ¾à�u���x��¯Z���?��~H�����«|

¼L���c���³�����m¦�AH� Bj ¾¬��:����.¯x¦��\�5�Z���Z�\���â������� Tj ¾¬���m��¯��L�@�z�?�������c�Âã_�\��������vc�.������¾¬��:�����Àz¯_�.���\�5�L����tZ������_¢�ª
ψk(z) =

J∑

j=−J

(
1− Tj

T‖z‖2j

)

+

1k∈Bj ,
°Q�z� k ∈ Z , > �­��?

:�¯Z���5� ‖z‖j �����Z�0�����8��¯�� L2
�¨���z�?�'�z����¯Z�©�����m¦�A Bj � �eü�÷dýH� ‖z‖2j =

∑
l∈Bj |zl|2 �\��� 1 ���8��¯��

�����Z��¦��W���_�#°Q�Z��¦d�����_��|�´u¯Z�%�����­�F���
���F�.�%Az�x���_�����\¦�¦��z�Z�_�-�z�Z��¢g��¯��%�_���?�����z�0�����z���1�?�Z¦.¯g��¯��W�#��¯��
���Z���5À0¢ ‖z‖2j �z�-��¯�� jth �Z���H¦�A1���K�Á�\�5Àz���:�.¯Z�\�-��¯����d¤k�@��¦d�����©���d�c�����z°+��¯������z���?� Tj/T �z�-��¯Z�����\�-�
�����m¦�A+|%p������z�TAõ�\���?�x�.¯Z�W�8��¯Z�\:�����À_¯_��� ψk(z) �\�5��¦��z�����.�\�_�#���c���8�­�\¦.¯g�����H¦�A��\���õ�.¯Z�W�
���g°±�\¦d�
ψk(z) = 0 °Q�z� |k| > T 1/4 |
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Ë ¤åä�¤ ³ æp¨)çe¢� å�� U¡�¢À¡0è
Bj é �\ª�¢yê Tj é �

Dg�%¦d¯��H�z�?�u:����%Am��¢éÀz���_�-�d���?��¦��\����¢ ����¦��5�­�\�?����Àq���Á�H¦�AH�-�\�#���c���5�H�Z��¦����é���©Y �%[��z�#���´Y¬{z{�[å�Kvm��¦d�����z�
·k|ày > ¯Z���5�(��¯Z�x¦��z�Z�����5��¦D�����z� �5����À_¯_����¢&���=<$���5�-°Q�?�z� �.¯��x~m���0�����&�5��°±���5���Z¦����-�?����¦��p:��{:��_�TAz:�����¯
¦��z�������d¤½¥Z�z���5�Á����¦��H�FE©¦������_��� ck ¾¬���\�Z�½���0�=�5���\�i�z������?D|*ºi�d� ρT = log−1(T ) �\�Z�³�Z�FtZ�Z����¯�� Tj ¾¬�°Q�z� j ≥ 0 �\��°Q�z�����;:=��ª

T1 = dρ−1
T e = dlog(T )e ,

T2 = bT1(1 + ρT )c ,
||| > ��yP?

TJ−1 = bT1(1 + ρT )J−2c ,

TJ = Nmax −
J−1∑

j=1

Tj ,

:�¯Z���5�
J = min{m , T1 +

m∑

j=2

bT1(1 + ρT )j−1c ≥ Nmax} . > �­¸�?
­ ���5�z� bxc ������¯����Á�\�?Àz���������c����Àz���:�?���\����������¯Z�\�
��¯����5�­�\�m�H���#�+��� x �\��� dxe �Á�»�.¯����?���\���������*���_����À_����Á�\�5À_�����.¯Z�\� x |t��;: ���d�³�Z�%����tZ���q�����m¦�AH� B+

j
¾¬�³�\�(��¯��q�Z�z�����������z� �z° {1, 2, . . . , Nmax} �?��¦.¯ ��¯��W� B+

1 =

{1, . . . , T1} �\��� min{k ∈ B+
j } > max{k ∈ B+

j−1} °Q�z�-�\�_¢ 2 ≤ j ≤ J |g´�¯����&°Q�z�-�\��� j ∈
{1, . . . , J} �Z����tZ��� B−j = {−k, k ∈ B+

j } |*¥����Z�\����¢H�����d�

B1 = B−1 ∪ {0} ∪B+
1

�\�Z����°Q�z� j ∈ {2, . . . , J}, Bj = B−j ∪B+
j . > ��wP?

Ë ¤åä�¤ Ë × «#¡��d¨)«@�# I¨"�V¡0è&ë_¨)ªB²bìåí�î�¨)¡0�z¨s�;«� Iï�ª0ì�ìåí� I¢yïP«#¨)ªB�@ m¢bîzë�¨- Iî0§��@�
ºi�d�ò���*�5��¦��\�Á���?�z����:��������¶Am���;:����Z�5�z�@�������������_°Z��¯Z���*��¢k�������	�z°+�Z���H¦�AH� > �5���u°Q�z�*�������.�\�Z¦��cY ��[Z�z�WY¬{z{#[å�vm��¦d�����z�£·k|àyP?d|
ð ¨"�Ã�Ðª�³ ® ð ¨"�z�zª ä�¤ ³�³` I¢�ñwË�Ë-ò ° Ji÷�� {Bj} ~ ÷Ã�m�k÷�ý.ø0ýH�¨÷Fh úTi ~ 
 ú@�Hn­ý{�+û?÷FL@�eú%OHý 
 ø üc÷��*ÿ@÷?üs(
Ä���÷Dÿ�iDú\û

T

 þ\ûNµH÷�÷Dÿ+ú%O�µ%�� y�m�k÷Dû?÷=÷ g �OýH�±ý�þ��?ú\ÿ�ýH�åþzÿ��

C
ý�OB�H�\�m�mþ��b�m�k÷uÿBO"h ~ ÷Dû J úji ~ 
 ú@�Hn­ýòý�þ����OýI��÷dý��

J ≤ C log2(T ) . > ���P?
t��;: �?��¦��\���:��¯Z�-°±�z�����;:�����À£������~H�Z�\������¢c��:=¯���¦.¯!���,�?�0�����TtZ���!���õ��¯Z�-�Z�z�m�¹�z���?�����c�������H����� > wP?D|©ºi�d�
f∗T

�+���.¯����Z�0�����?�z�������������0���z�u��°��-�m����� > wP?|:����?���_���?�����c���!ª
f∗T =

∑

k∈Z
ψk(y)yke

2ikπx . > {\ P?

> t=�0�����.¯Z�W� f∗T �������0���\�x���������©�W���z�����%�_�����5�D������?D|:¶��©��¯Z���?��~H�Z���«�):��L�5¯��\���$�?��¢��.¯Z�W���
�?��~m�����Z¦���z°e:�����À_¯_��� (λj)j∈Z ∈ [0; 1]Z ���=��¢k���-�d�.�5��¦#�\���F����¦��5���\�?���ZÀQ:�¯���� λj = λ−j °Q�z���\�_¢ j ≥ 1 �\���:�¯Z���%��¯Z���?��~H�Z����¦�� (λj)j≥1
�����Z��¦��5�­�\�?����À�|



��  G ( � þ0ýH��� 
I
 ú# � (6J6KFL­ø%MNJi÷�ü%OB�#þ\ÿ+ü � ( � þP���eþ0ý

ð ¨"�Ã�ÐªZË ® Ó §b¨)¡�«#¨"�óË Ö�× «#¡0�l¡0�# å�� U¡�¢rôz m¢�ñöõ�ò Ö Ó §b¨)¡0«#¨"� ä6¤ ôÐ¡0è_ñwË�Ë"ò ° Ji÷�� Λmon
~ ÷_�m��÷� 
 þ0ý�ý�úji�ýdø�h�h©÷��eû��k��þzÿ+ü
üc÷º�Dû?÷?þ\ý��Qÿ)µ,ùò÷H�wµ��"�±ý

(λj)j∈Z ∈ [0; 1]Z
 iý�O����\�m�kþ��

λj = 0
iDú\û |j| > Nmax

(
Ä���÷Dÿ_iDú\û

T

 þzûNµc÷1÷Dÿ+ú%O�µ%�� |� i

f∗T
�Qý,üc÷��*ÿ@÷?ü ~ ø > {\ P?  S�m��÷dû?÷1÷ g �OýH�±ý,þq�?úzÿ�ýH�åþ\ÿ�� C ý�OB�H�
�m�mþP�

IE‖f∗T − f‖2 ≤ (1 + 3ρT ) min
λ∈Λmon

R(λ, f) +
C

T
log2(T ) , > {m�@?

ù��k÷Dû?÷
ρT = log−1(T )

(
´u¯Z�,�?�d�.���F�z°��.¯����=���������©���=�D¤��\¦d����¢½��¯��
�?�z�-�#�\����¯Z�,�z�Z�
���¥Y �%[��z�\Y¬{z{#[å�+�D¤k¦����k��°Q�?�z�>��¯��
°±�\¦d�
��¯��W�©¯Z���5�z� Nmax = T 1/4 > ���������­�\� �z° Nmax = T ?d| ���m�(�z���½¦­�\� ���\�?����¢ �?���x��¯��W�-�.¯����©�z����¢
¦.¯Z�z��Àz������¯Z�
¦��z�Z���d�\�_� C ���½�.¯��
���?��¦������Á��À���¯����z�5��� �_¢F�©�
�Z�������Z����¦��W�����c�#°±�\¦d�.�z���\�Z�F¯����Z¦��8��¯��
�5���?�Z�������������i¯��z���Z�u���½�z�Z�u�?�d�����i|
Ë ¤åä�¤åä æpªC�;ª-÷�êb«% åø�¨"¢À¨"�F�# m�ÐªC�@¡�«{¡0è

f

¶¹° θ̂T �����1�Z�5�����������Z�\��¢x���������©�W���z���z° θ ���?���%�.�-����tZ���L��¯����Z�5�%R���¦D�����z�½�-�H�Z��� > ��?D�����d�
f̃T (x) =

∑

k∈Z
ψk(z)zke

2ikπx . > {z{�?

¶¹�½��¯Z�,�?��~m�����«����¯��#¥Z�z���5�����=¦��H�FE©¦������_�.�=�z°���¯Z�,°±����¦D�����z� f̃T �\�5�
�Z�����0�.���£�c¢ c̃k |=¥Z�5�z� > {z{�?D�B:��Àz�d�Wª c̃k = ψk(z)zk
�Z°Q�z���\�_¢ k ∈ Z |¶¹�%��¯���°Q�z�����;:����ZÀ-´u¯����z�5���½�):��������.�\�Z�����5¯%�.¯Z�W� f̃T �����1�?¯Z�\�5�³�-���Z�����W¤³�\���\�m�����c�����������©�W���z�u�z° f���½�-�H�Z��� > �@?u�\�-�_��À#��¯Z��°±�z�-����¢³�z°:vk�z�+�z���D�x�Z�\����� {W (β, L);β ≥ 2, L > 0} |

Ó §b¨)¡�«#¨"�óË » ýº�mþ\û¶�Zh\�QÿB�Ih�þ g þ_ü_þ��Á���IL@�m�eøº¾s(ØÕiÿ+üH÷dû�þ0ý�ý�O"hW�����eúzÿký ®jÆ�°�Ö�®T× ³ °#ÖÂ®j× Ë °#ÖÂ®8¯V°  &�m��÷÷dýH���Ih�þ��åú\û
f̃T

üc÷��*ÿ@÷?ü ~ ø > {z{�? þ\ÿ+ü©ùl�m�m�½þ©ý.øWýH�¨÷Fh úji ~ 
 ú#�Hn�ý,üH÷m�*ÿ@÷�ü ~ ø > ��yP? M > ��wP?  *ý�þ����OýI��÷dý8 0iDú\ûþ\ÿZø
β ≥ 2

þzÿ+ü
L > 0

�
lim
T→∞

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEθ,f‖f̃T − f‖22 = C∗ ,

ù��k÷Dû?÷
C∗

�Qý�ÍS�Qÿ�ýºnz÷DûCÎ ý_�?ú\ÿ�ýH�åþzÿ��òüH÷��*ÿ+÷�üQ�±ÿ > ��·P? (
± ¨"�zªC«#² ä Ä��k÷y�+û?÷º�.÷?ü%�Qÿ)µ�û?÷dý�O 
 �iþ 
 ýDú�h�÷�þ\ÿ�ý��m�mþ����m�k÷�ü_þP�åþ%M�ü\ûH�IL\÷DÿVh�÷��m�kú�ü��±ÿ��eû5ú�ü%O���÷?ü��Qÿ�·åù@¹�iDú\û
�m�k÷��uþ�OHý�ý��eþzÿ(ý�÷8¼�OZ÷Dÿ���÷�h-ú­üc÷ 
 �OýuýH�åþ ~ 
 ÷�ùl���m�1û?÷dýk�Z÷º���e�åú��m�k÷l� 
 OPµ%M��Qÿ½úji=þ,ý�OHú��H�å÷DÿB� 
 ø,ùò÷ 
I
 �H�kú0ý�÷Dÿ÷dýH���Ih�þ��åú\û,újiÂ�m�k÷8ÿBO"�OýDþzÿ���÷!�kþzû5þ%h�÷��¨÷Dû

θ
 *ý��Qÿ���÷8ùò÷
ú ~ �åþ��Qÿ`�m�k÷�ýDþ%h©÷�ýº�mþzûk��û5þ��¨÷
úTic�?ú\ÿBL\÷DûNµH÷Dÿ���÷@(

G �KùKú%O 
 ü ~ ÷Â�Qÿ��¨÷Dû?÷dýH���Qÿ)µp�åúu�QÿBL\÷dýH���=µcþ��¨÷Â� i3�m�d�Qý,þ 
 ýDú{�m�k÷\�?þ0ý�÷c�Qÿ�þuh-úzû?÷WµH÷Dÿ@÷Dû5þ 
 ý�÷Fh��û��þ\û5þ%h©÷��eû��N�ý�÷���O@�B |�eüx÷dýF�Bi�ú\û,þuh�ú\û?÷�µH÷Dÿ@÷dû5þ 
 iDú\ûHh » ùl���m�xû?÷.ý¶��÷��F�S�åú θ ¾(újiÂ�m�k÷ch-ú­üc÷ 
 (

ü ýZ/���56.Á785y��þ^7º�ÿ�\þT�d���l,W.0�!.�7819, 1 � .��_�¦�l�C.�78���!.�7819, ���e.��c132
¶¹�%�.¯������?��¦d�.���z���-:����?¯Z�\�Á��:��z�TA%�z�x��¯���°±�z�����;:����ZÀ������?¦��5�d�.�d�«���������-�m�����

Xj = f

(
j

nθ

)
+ εj , j = 1, . . . , n ,

:�¯Z���5����¯Z� εj ¾¬�u�\�5�����Z�����@�����Z���_�u�������c����¦��\����¢%���������?�����m�.���³¼��\���?�?�Á�\�x�?�\���Z�z� �_�\�5�Á�\�Z�����S:����.¯pv����?�
�-�­�\�g�\���!���Z�����z�z�5�Á�\��¦����\�Z� f ���,�³�@���5���H�Z��¦-°Q�Z��¦d���Á�z�`:��â��¯!�+���?���H� �z|�¶¹���Z�����i��:�¯����£:��©�\�5�
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OmÿCnWÿ�úzù�ÿQ�Z÷dûH�eú­ü �z�

°±�\¦����V:�����¯(�\�©�z�Z�5�����c���©�?��Àz���\�����(���Z�?�\¦d�.��¦��\���?�������W�����z���_��¯Z�����W�.�,�W��¯Z�\�Z�(�\�5���?�z�-�������(�\���-��¯��
�H�Z�
�+���K�z°$�z�Z�?�����z�W�.���z��� n ���|t�¤k����|:´�¯�������¯��������.�����W���_� > {_{�?����ò¦��z�������5�Z¦d�����(���?����À8��¯����Z���?¦��5�d����c���?�5���_�³�z°»��¯�� z′ks ª

zk =
1

n

n∑

j=1

e−2ikπj/(nθ̂)Xj , k = 1, 2, . . .

´u¯Z�8���������©�W�����z�F�\��Àz�z�?����¯�� ¦��\�£�+�8�?�����������_���©�?�d�c���?�z�i���������=�\�Z�½�d¤k�Z�Á�\������¯Z�;: ���©�z�m�.�z���£�\�
���������©�W�����z�½�z°»��¯����?¯��\�+��°Q�Z��¦d�.���z� f �c¢x�Z�5���ZÀ#��¯Z�����5�D�k���z�����z�Z�\�m�.���c���Z�5�H¦��������?�z|

• ´u¯Z�QtZ�5���#�������g¦��z�Z�?�����.�,�����.¯��©���������©�W�����z�g�_°K�.¯��©�Z�\���\�-�d�.��� θ �b:�¯���¦d¯g�����.¯��©�+���?���H�g�z°ò��¯���5��À_�5���?�?���z� °Q���Z¦d�����z�i|q´u¯����1¦��\� �+�%���z�Z�(������¯����#�_¢é�©�W¤k���-�åv�����Àõ�F�+�����\���wv���� ¦��Z�
���Á�0����� �+���?���
�H�Z�zÀz�?�\�	�z°Z�.¯��u�z�Z�?�����z�W�.���z��� > �.¯����*�-�d�.¯��H�����*�d¤k���O�\�����������oYâ�­¸#[I?��_���_¢-���W¤����-�wv����ZÀ8���+�����\���wv����:�����Àz¯c�����½¦��Z�
���Á�0�����³�@���5���m���zÀz�?�z���z°»��¯����_���?�����_�W�����z��� > ��¯������\�Z���5�c�\¦.¯³�����Z�d�c�����z�@���³���ØY ·%[I?d|
• ¶¹�g�³�?��¦��z�Z������������:����Z�?�#�.¯��-�Z�5��¦����Z����À½���������©�W���z�8�z° θ ���½¦��z�����m�.�#�.¯�� zk ¾¬�,�\�,�d¤k���O�\��������\�@���c�z|Kt��d¤H�9:����_�m�.�\���Fvc��������¾¬�����Á�H¦�AH���":�¯Z��¦.¯£�\�����;:²�����������FtZ�Z� f̃T |

• ¿�� ���������©�W���z�½�z°8��¯����@���5���H�Z��¦õ�5��Àz�5���?�?���z� °Q�Z��¦d�.���z� g = f(·/θ) ���½�z�m�.�\�Á����� �_¢ �Z����ÀzÀ_����À
���½��¯Z�
���������©�W���z�=�_° θ �z�k�.�\�������F���½��¯Z�ctZ�5���L�������i|�´�¯��������Z�z���������������(¦��z�-�Z�z�5�
�z���=�Z�5�H¦��������?�:����.¯%��¯Z�{~ 
 �Qÿ+üuh�÷��m�mú­ü > �5�����?�����?��¦D�����z�½·k|Ñ{�?d|
Ù���� ��ÝkÝ¶�d�#�PÉ����P���e���y� ���d�y���dÈC�P�NÞØâ|���%�
ä�¤ ³ ¤ ³ × «#¨"��¨"¢��;ªC�# I¡0¢À¡�è!�#§b¨a�Fíb¢��@§b¨s�� Iïoêbª-�@ª
Dg�8���5���?���c��¯����5�­�\°Á�������-�+���?���H����¦��?��Àz���\��:�¯Z��¦.¯p:��8�z��� ���-�����.�����W�.��°Q�5�z�>���z����¢x���W�.�k|eDé���?¯Z�\���
���������©�W���L��¯���°±�z�����;:�����À���¢k�c��¯��D����¦��?��Àz�Z�z�

s(t) = a cos

[
c cos

(
2πt

θ

)]
, > {\·P?

:�¯Z���5� a = 0.1 � θ = 1/20 � c = 15 ���F��¯Z�_tZ�?���8¦��\�?�-�\�Z� c = 150 ���F��¯Z�#�?��¦��z�Z�õ�z���1°Q�5�z� ��¯Z�
�Z�0�.�kª

Xj = s

(
j

n

)
+ εj , j = 1, . . . , n . > {0�s?

´u¯Z���,�?�@��¦��=t�¦�°±�z�5� �\�����;:��
�Z���.�£��¢��_��¯Z�d���wv��-�c����¢!���\�?����¢!�?��Àz���\���
¯Z��������ÀF�\�
���\�_¢g�5��À_���=tZ¦­�W�����c�
¥Z�z���?�����u¦��H��E�¦������_�����z��:u�z�_�����i|

t��\������¯��W����¯������\�?�\���d����� θ �����z�5�?�Z�-���©�.�#�+�����BAH�Z�;:��%���%�z�Z�����?�z¦d����¦��\�$�����������0�����z�%�Z�5�H¦��D����Z�5�#�\���½�.¯Z�W�=�.¯������¹¢k�@�,�_°��?��Àz�Z�\��°Q�z� s �����z�Z��¢£���?���q°Q�z�=�?���
�Z�Á�W�����ZÀ%�©�@���5���H�Z��¦,�?��Àz���\���Z�m�W:���������0�=���?�����������\�?�\���d���5��¦8°Q�z�5�>���%�.¯��8�\��À_�z�5����¯Z�³|
D �â��¯&�?��¦.¯ �õ���Ft����������z�i� s �����õ�+���?���H����¦³°Q���Z¦d�����z�Z:�����¯ °Q�5��~m�����Z¦d¢ {\  ­ vp:�����¯ �\�+�z�k�½�­��+�_�5���.���c��¯��\�5���z����¦������x��¯��3tZ�5����¦��z�5�,�\���!�­�\ -���%��¯Z���?��¦��_���³�_���z|
¥���Àz�Z�5���£�d� > �P?d� > ��?-�Z���5�Z�Á��¢ (s(j/n), j = 1, . . . , 200000) :�����¯ n = 220 �5���5�@��¦d�.���c����¢ °Q�z�

c = 15 �\��� c = 150 |=¥���À_���5���#�d� > �0?d� > �@?����Á�5�Z�Á��¢c�+���½�.¯����?�8��:��(¦��\�?��������¯��
�?~H�Z�\�?���F�-�H�Z�������=�_°��¯Z�8µL¥�´ > µ����?¦��5�d�.�8¥Z�z���?�����u´����\���?°Q�z�5�{?��_° (s(j/n), j = 1, . . . , n) ���Ft������³�c¢

Is(q) =
1

n

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

e−
2iπqj
n s

(
j

n

)∣∣∣∣∣∣

2

, 0 ≤ q ≤ n− 1.
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¥���Àz���?�=�zª»¿ ��¢k�c��¯��d�.��¦ò�?��Àz���\� s ª > �P?D� > ��? (s(j/n), 1 ≤ j ≤ 200000) 	B> �0?d� > �#?$��¯Z��µL¥�´ �5�@��¦d�.�5����z° s 	6> ¦#?d� > °8?�v��H�z�>�z° > ��?��\��� > �@?D|
Dg�8�?�����5���5���_����¯��8�?��~H�Z����¦�� Is(q) �z�Z��¢³°Q�z� 1 ≤ q ≤ 500 �z���½°Q�z� 1 ≤ q ≤ 2500 �5���?�+��¦D�����c����¢³�_�¥���Àz���?���8�d� > �0?d� > �@?D|¥���Àz�Z�5���8�d� > ¦#?d� > °8?u�\�5�8�5���?�+��¦D�����c�3v��m�z�-���_°�¥���Àz���?���8�d� > ��?d� > �#?d|´u¯Z���z�Z�5�����c���½�5��~H�����Z¦��������z�k�.�\���Z���³�_¢½�\�Z������À��©¼��\���?�?�Á�\�q:�¯Z�������Z�z���?����� s ª

Xj = s

(
j

n

)
+ εj , j = 1, . . . , n

:�¯Z���5�*��¯�� εj ¾¬���z�5�K���Z�����@�����Z���_��¼��\�Z�?�5�Á�z�,���\�����_� �z�z�5�Á�\�������6:�����¯_v����?�������\�#�\���
���������z�\�5�Á�z��¦��z|
¥Z�z���1�?��Àz�Z�\�i�z°i�.¯���°Q�_�5� > {\·P?d�-:����Z�FtZ���L��¯����?��Àz���\�$���-���z�Á�5�8�?�W�������_¢

SNR = 10 log10

(
a2

2

)
.

´u¯Z��~H�Z�\�c�����¹¢(���Z�5�Á������¯������\�5���c��¯����?�������ò��¯����?�W���Á�#�z°$��¯Z���+�;:������z°$��¯Z�=�?��Àz���\�����,��¯Z���z�\�5�Á�z��¦����z°
��¯Z�����z���?�z|�D ���.¯%��¯Z�����5�D�k���z�����_�\�������u�z°»��¯Z���Z�\�?�z�-�d�����5��� SNR = −23 ��� ���%��¯Z���?���d¤��z�-��������|



f�g þ)�F��þ_ücþ������IL\÷1÷dýH���Ih-þP���eú\ÿ�úji,þ3�Z÷Dû��«ú�ü%�k�di�Okÿ��F���«ú\ÿFùl�m�m�
OmÿCnWÿ�úzù�ÿQ�Z÷dûH�eú­ü ��·
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(b)

¥���Àz�Z�5�,{mª*´u¯��8�z���?�����c���³�?��Àz���\� X ª > �P? (Xj , 1 ≤ j ≤ 200000) 	6> ��?K��¯Z�8µL¥�´ �?�+��¦d���5�Z���z° X |

¥���Àz�Z�5�x{­� > �P?d� > ��?,�����?���Á��¢!��¯Z�(�z�Z�?�����z�0�����z��� Xj
�Á�!��¯Z�(¦­�\�?�Q:=¯����5� c = 150 �\�c:����Á���z�#�����

µL¥�´s�?�@��¦d���?���³|�´u¯��
�?��Àz�Z�z���.�©�Z�z���?�
�?�W�����(�����?�©���;:4���½��¯������d¤��\�������8��¯��W���.¯��
�z�5��Àz�����\���?��Àz�Z�\�
¦��\�Z���0�#�+�1�k���?���\����¢��Z�d����¦D�����!�Á�g¥���Àz���?�({­� > �P?��\�Z�õ��¯Z�©µ�¥�´ �?�+��¦D���5��� �z°ò��¯Z���z���?�����z�W�����_���,���
�c����¢x���w<@���5���c��°Q�5�z� ��¯Z���z���8�z�m�d�\�������q:�����¯Z�z�m���Z�z���?���Z���?���Á��¢c���½�z�£¥���Àz���5���d� > °8?d|

ä�¤ ³ ¤ Ë ± ¨"�;�eìå�#�V¡�è&¡0�b«{ª0ìUî0¡�«% U�@§y�
Dg�,Àz���c�,¯����?���\°Á��������¯Z�8�����Z�z���?���½�?��Àz���\��������¯Z�W�����������������0���z�5���_°»��¯��,�?��Àz�Z�\� s �z�k�.�\�������½�_¢½���?����À�z�Z���\��Àz�z�5�â��¯��½|

¥���Àz�Z�5���=·W� > �P?D� > ��?u�����?���Á��¢x��¯��8�_�5��Àz���Z�z�i�Z�0�.�k��¥���Àz�Z�5���=·W� > ��?d� > �#?������?���Á��¢x��¯��8�_�5��Àz���Z�z�i�?��Àz�Z�z���:�¯Z�����#�z���������������0���z�5���_° s �\���@���\�=�_�q¥���Àz�Z�5���L·0� > ¦@?D� > °8?d|�¡��£��¯Z���?�
�d¤Z�\�-�Z��������:��#¦��\�q�?���,��¯Z�W��z�Z�x�\��À_�z�5����¯Z�9���5�����������x�Z�����_���5��� �?��Àz���\���p:�¯���¦.¯ �?����� �.� �@�£�k���?���\����¢ ¦����z�?�F���é��¯Z�q�z�5��Àz�Á�Z�\�
�z�Z���
�����?���â���-��¯Z�©���;: �?��Àz���\�����F���z���?�(�?�W������|qDg�©�?¯��\���K�©�%Az����¯����(¾¬¦����z�?���Z���?��¾��-�_�5�©���?��¦����?�©���
��¯Z��°±�z�����;:����ZÀ£�?��¦d�����_�g�_¢!¦��z�����k������À³��¯Z�����-�����?��¦��\�K�5���8Aõ�z°��z�Z�,�����������0���z�,����tZ�����!�c¢ > {z��?�������=<$���5���c��¦��\�?����|
Ù���� 
{�e���d�6És�N���y���bÊÂ�y�|É£�ÀÈC���d�lâ�à`�m����È��|�N�#�P�k��
¬�y�dÈ��
¶¹�,�.¯���°Q�z�����;:����ZÀ���:����������Z�����?�W���ò��¯����+���5°Q�z�5�©�\��¦������z°Z�z�Z�:�\��Àz�z�5���.¯�� �z�1�\�#�d¤��\�������u�\���#¦��z���Z�\�5�
��¯Z���ÿ:�����¯q�.¯��z�?�-�z°��x���d��¯��m�õ�Z�0�,���?���ZÀ(�.¯��-�+���?���H����¦����¹¢��\�?�5�Z�-�k�����z��|_Dé�-�?¯Z�\����¦��z�������q~ 
 �Qÿ+üh�÷��m�kú�ü |

oF�z�5�F���5��¦����?����¢c�!:��F��¢��_��¯Z�d���wv��q�g�?��Àz�Z�z�=¯Z���k���ZÀ!��¯��F���\�-�F°Q�z�?���\�©��¯��F�z���F��� > {\·P?����k�:����.¯��x�Z�\���\�-�d�.��� a ¦.¯Z�z�?�������õ�_�5���������x¯����c� SNR = −20 ����|$´u¯Z�����Á:��-���?�
�.¯��1�Z�����_���5���ZÀ�-�D��¯��H�%���-�Z�����-���c�����%���©��¯���� þ�L0÷Fh©÷DÿBO �z°»oF�0���Á�\�u:�����¯x�,��¢k�����d��y��.�8��¯Z�=���d�H���$�
�\�Z�%�
¯Z�\�?�
��¯Z�5���?¯��z���Z����À�|*´u¯������¹¢��+���_°6:u���c���Á�d�����?����� �����+�L��¯������z���=�\�Z�z�m�����x���#�.¯����?��Àz���\�����W�=���d�%Az�z|
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¥���Àz���?�8·�ª > �P?d� > ��?ò��¯��8�z�5��Àz�����\�i���W�.� Xj 	b> �0?d� > �@?ò��¯��8�z�5��Àz�Á�Z�\�i�?��Àz�Z�\�Á� s 	b> ¦@?d� > °8?ò��¯Z���������z���?����?��Àz�Z�z����|

¥���Àz�Z�5���K�\� > �P?D� > ��?��Z���?���Á��¢��?���?�+��¦D�����c����¢1��¯Z���z�5��Àz�����\���?��Àz���\� s :����.¯(�8���Á�\�Á�©�������_�_��¯����������z���?����?��Àz�Z�z�����z�m�.�z�������½���?����À1��¯����Z�������½�-�d��¯Z�H�p:=����¯³¦��5�z�?�?�����\���½���?����À��z�����z��Àz�z�5����¯Z�¦:�����¯½�+�z���c����|
¿=�L¦­�\�õ�+�1�5�����q�_��¥���À_���5���L�\� > �P?d� > ��?d���z�Z�����������©�W���z�L�@���5°Q�z�?�-�L�
�Z¦.¯q�@�d�5�.�����@�z���_��:=���5�1�z���¯Z�
���_�������z�\�»��¯Z�\�£��¯��
�����.�����W���_�=¦��_�������5�Z¦d�����^:=����¯��z�k�L�Z�5���ZÀ���¯Z�
�+���?���H����¦����¹¢F�\�?�?�����m�����z�i|9Dg�

~H���\�_����°Á¢%��¯Z���u°e�\¦d�=�_¢x�@���5°Q�z�5������À-�?�z���8oF�z�_���D��r��\�?���-�d¤k�@���5�������_�.��|
Dg�8�Z�5�z�+�_�5�8�?�d�c���?�z���m���-���5��¦��\�i¦��z���Z�\�5���?�z�Z���z°»��¯��L��:��©�\�Z���5�c�\¦.¯������Z�z�m�d�\�������½°Q�z���-�?��Àz�Z�\�

s �Z�FtZ�����é�c¢ > {\·P?
°Q�z� c = 15 �\��� �Z�=<@���5���_�#�z�\�Á�����1�z° a |!¥��z�1���\¦.¯é�z�\�����x�z° a �e:��x�5���#���Á�W�.�
L = 10 �_���?�����c���!�?���5����� (Xj)

���W�.���?°Á¢k����À > {0�)?L�\�Z�������.�����W�.� s �c¢F��¯Z�#��:��½���d��¯Z�H���8���?�z�+�z�?������?�d�k���z�Z�5��¢�ª��z�����\��Àz�z�?����¯�� �\�Z�%��¯Z���������Z�³�-�D��¯��m��|
´u¯Z�³~H�Z�z�����¹¢&�z°��z� ���������©�W���z������~H�Z�\�c���=tZ��� �c¢&¦��z�����m�.����Àq��¯Z�³�5�H�0�(�-���\� �5~m�Z�\�5��� ���5�5�z�

> p�oõvk§S?��z�x��¯���:=¯��z���8�z���?�����_�W�����z�½���_�������z�\�i���Ft������³�_¢�ª
√√√√√ 1

L

L∑

l=1


 1

n

n∑

j=1

(ŝl(j/n)− s(j/n))2


 , > {z��?

:�¯Z���5� (ŝl)
�\�5�L��¯�� L �����.�����W�.���z�����z�k�.�\���Z���³°±�z� s |

¶¹�é´:�\�����F�z� Rper � Rblind �\�5�(�5���?�@��¦d�����H����¢���¯��%p�oõvk§�¾¬�
°Q�z�#�z���#�\��Àz�z�?����¯����\���!��¯Z�(�������Z�
�-�D��¯��H� �\��� Ps ���#�\� �\���Z�5��¤k���©�W�����z�é�z° L2

�¨�Z�z�5�'�_° s > ��¯Z�©�?~H�Z�z�5�©�5�m�0�1�z°����.�
�+�;:����º?8¦��z�#�
���k�����(�_¢ √n−1

∑n
j=1 s

2(j/n) |:´�¯����?��o£�z�c���d��ru�\�5���
�d¤k�@���5�������_���ò�?¯Z�;:,�m�z�ò�d¤k�@��¦d�������_��¯��W���z���
�\��Àz�z�?����¯��>���?���k���������+�d�?�����u�������Á���W���z�?����¯Z�z�½�1�-�D��¯��m�³���0�=���?����À1��¯��8�+���5���m����¦�����¢x�z° s |
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

j/n

(a)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

j/n

(b)

¥���Àz���?�8��ª�r��z�-���\�5���?�z�q:=����¯£�-�������Z�½�-�d�.¯��H� 	 ¾ ��¾�ª���¯��8�z�5��À_���Z�\�i�?��Àz���\� s �i¾��1¾�ª*�Z�����z���?���ZÀ\:�����¯£��������Z�³���d��¯��m����¾�|�¾�ª*�����Z�z���?����À\:�����¯½�z�����\��Àz�z�5���.¯��³| > ��?������\v��m�z�>�z° > �s?d|
�  �|��  k|Ø� � { �

Rper
 �|à z zwz·  k|à k�z��·  k|à ���y_{  k|à _{\�_¸  k|à _�z¸zy

Rblind
 k|à c¸\·z·  �|à _¸\yzw  k|��­ z zw  k|à zwz·z·  k|à _¸\�c�

Ps
 k|à _y_¸\y  k|à·z·_¸\�  k|àyc¸\yz  �z|à·_�m��� {m|Ø¸\ z·_�

Rper/Ps
 k|��W{z{\y  k|à z·z·zy  k|à c{0���  k|à _{m���  k|à _{m�W{

Rblind/Ps
�z|Ø zw_�  k|Ø{z{z¸z{  k|����_�k�  k|à zyk��y  k|à _{\�z�

´��\�Z���©�zªur��_�-�Z�z�5���?�z�£�_°���¯��
p�oõvk§�¾¬�=Àz���c���£�c¢£���Z�������£���d��¯Z�H�
:�����¯F�z�������d��¯Z�H�
:�¯����5� a �������tZ�����³��� > {\·P?d|
� ýZ/�131 � �
¶¹�©��¯Z�����5��¦d�����z�i� C �����Z�0�������z�%�\�Z�?�z���m�������_�(�Z��À_�W�.���c�=¦��z�����.�\�c�S:�¯Z��¦.¯©�z�\���Z�=�©��¢(¦.¯Z�\�ZÀz���z���z��À
��¯Z�������Z����|:ºi�d�K����tZ�?���K�����_�����z�#�.¯Z�W�ò�\¦�¦��z�5�Z����À�������¯Z�u�\�?�?�����m�����_�
��¯��W� f �@�����z�ZÀz����� W (β, L)∩
F(h,M) :����.¯ β ≥ 2 �-:���¯����c���.¯���°Q�_�����;:�����À��Z����°Q�z�?���@�z���Z���

∑

k∈Z
|ck| ≤M ;

∑

k∈Z
|2πk|4|ck|2 ≤ L .

�d��� �uÉ����bÊÂ�bÊ����dÈB�bÉ�È0� �
Dg�3tZ�5�����Z�5���c�8¯����?����¯��8�����@���u�+�_�����³���\�����_°�´u¯Z���z�5��� �z�Z�Z�\�-����¢

lim sup
T→+∞

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEθ,f‖f̂T − f‖22 ≤ C∗.
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t��0�.�utZ�5���
��¯��W� IEθ,f‖f̂T − f‖22 = IE
∑

k∈Z |ĉk − ck|2 �y:�¯Z���5�Q:��%���5�z�!�.¯��(�����@�����Z����¦��©�z� θ�\�Z� f �Á�x��¯��8�d¤��+��¦d�d�W�����z�i|òºi�d�=���������Z�0���8�_¢ Re(v) �z��� v̄ �?���?�+��¦d�.���c����¢%��¯Z�8�5���\�i���\�����\���x�.¯��¦��z�������d¤³¦��z��R���À_�W�.���z° v |Kt��;:,�

IE

[∑

k∈Z
|ĉk − ck|2

]
= IE

[∑

k∈Z
|qkzk − ck|2

]

= IE

[∑

k∈Z
|qkyk − ck|2

]
+ IE

[∑

k∈Z
|qk(zk − yk)|2

]
+ 2IE

[∑

k∈Z
Re(qkyk − ck)(qk(zk − yk))

]
.

Dg�£�?¯Z�\�����Z�5���c�³��¯Z�W�©��¯Z�
t��5���������5�3���-��¯Z�½�©�\��� �z���z�S:=¯����?� > �\�(���5�D�k���z���?��¢ �Z�FtZ����� ��� ��¯�����_�.�5�H���Z¦d�����z�0?

yk = ck +
1√
T
ξk,[ ](θ)

�\�Z� ξk,[ ](θ) =
1√
θ[T/θ]

∫ [T/θ]θ/2

−[T/θ]θ/2
e−2ikπt/θdWt.

�K¢x��¯Z�#r��\�Z¦.¯_¢H��vk¦.¯P:u�\�8v,���Z��~H�Z�z�����¹¢c�Z��¯��8��¯����?�³�����5� ���=����Àz�Á��Àz�������#�\�=�?�H�z�F�z�����L������¯��
¦��\�?�,°Q�z�
��¯Z�©�?��¦��z���g�_���z|½ºi�d�#���8��¯Z���g°Q�H¦����
�z����¯Z�©�?��¦��z�Z�������5�½|³¶¹�_���5�m����¦�����À³��¯��(�?�\���Z�z� �z�\�?�Á�\�����
ξk(θ)

����tZ�����£�Á�½��¯Z�
���\�-�c:u��¢F�z� ξk(θ̂T ) > �?��� > ¸�?T?����m�L�Z�?����À���¯Z�
���d�.���5��������������¦
�@���5���m� θ ��:��Àz�d�

IE

[∑

k∈Z
|qk(zk − yk)|2

]
≤ 3

{
IE

[∑

k∈Z
q2
k|γk(θ, θ̂T )− ck|2

]

+ T−1IE

[∑

k∈Z
q2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

]
+ T−1IE

[∑

k∈Z
q2
k|ξk(θ)− ξk,[ ](θ)|2

]}
. > {\yP?

ºi�d���������%A_�=�?�z�-�=¦��z�-�����_�����\�@�z�m�ò��¯���~H�Z�\�c�����¹¢ ξk(τ) :�¯����?� τ �����\�c¢©���d�.���5��������������¦=�+�_���_�����
[αT , βT ] |*¥����5���­�Z���d���Z�u�?��¦��\���$��¯Z�W�=�_¢x�Z�FtZ�Z�������z� > �s?d�":u��¯����c�

T 1/2ξk(τ) = uτ (T/2)WT/2 − uτ (−T/2)W−T/2 −
∫ T/2

−T/2
Wt uτ (dt).

­ ���5�z����¯��F�Z�5�H¦����?� uτ (t) = exp(−2ikπt/τ) ���(���D�����5��������������¦z���\����:��£�?¯��\���=¦.¯���¦�A ��¯��W�©��¯Z���
~H���\�_�����¹¢½¦��z�5�5���5�@�z���Z�����1�.¯��8¦��Á�\�?�?��¦��\�»¶å�ºx�¾¬�����_����À_�?�\� ∫ T/2

−T/2 exp(−2ikπt/τ)dWt
|K¶������������Z���?���ZÀ

��¯Z�©¶¹�_�.��Àz�?�W�.���z�é�_¢g�Z�\���.�
°Q�z�5�#���Á� > �?���(°Q�z�,���Z���.�\��¦��£Y¬{m��[å�:�*�5�z�@�z�?�������z� ·k|��#?d�y:��(¯Z���c�(°Q�z�#�\�_¢¦��z�c�����H�Z�z�����?���������\���.����À_�\����� Y �z��� Z �

YtZt = Y0Z0 +

∫ t

0
YsdZs +

∫ t

0
ZsdYs + 〈Y,Z〉t,

:�¯Z���5� 〈Y,Z〉t ���ò��¯��L�����\¦�Az�d���z° Y �\��� Z |�¿=�Z����¢k���ZÀ,��¯Z����°Q�z�?�
���Á�,��� Yt = Wt
�\�Z� Zt = uτ (t) �:��8Àz�d�

uτ (T/2)WT/2 − uτ (−T/2)W−T/2 =

∫ T/2

−T/2
Wsuτ (ds) +

∫ T/2

−T/2
uτ (s)dWs

+ 〈uτ ,W 〉T/2 − 〈uτ ,W 〉−T/2. > {z¸�?
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vm���Z¦����.¯����Z�5�H¦����5� uτ ¯Z�\�9tZ�����.���z�\�5�Á�0�����z���k��¯Z���Z�?�\¦�Az�d� 〈uτ ,W 〉 �z�\�Z���?¯�������Àz�â�k����À1��¯Z���d¤k�@��¦d������5���?�Z���­|�oF�z�5�����H�����k���0������¯��W� ξk(τ) = 2−1/2(v+ iw) :�¯Z���5� v �\�Z� w �\�5�����Z�����@�����Z���_�u���d�\�����\�5�
¼��\�Z�5�?�Á�\�½�?�\�Z���z� �z�\�5�Á�z��������|

t��;:
�����d�����u�5�d�.���5�(�.�
�.¯���¦��z�_���?�z�$�z° > {\yP?D|�´u¯Z�L�Á�\���u�����5���z°i��¯��������@�����@�z���Z�x��� > {\yP?�¦��\��+�8�5�H:��?���5�����£�\��°Q�z�����;:=��|

T−1IE

[∑

k∈Z
q2
k|ξk(θ)− ξk,[ ](θ)|2

]

=
∑

k∈Z
IE


q

2
k

T

∣∣∣∣∣
1√
T

∫ T/2

−T/2
e
−2ikπt

θ dWt −
1√
θ[T/θ]

∫ [T/θ]θ/2

−[T/θ]θ/2
e
−2ikπt

θ dWt

∣∣∣∣∣

2



≤ 2
∑

k∈Z
IE


 q

2
k

T 2

∣∣∣∣∣

∫ T/2

−T/2
e
−2ikπt

θ dWt −
∫ [T/θ]θ/2

−[T/θ]θ/2
e
−2ikπt

θ dWt

∣∣∣∣∣

2



+2
∑

k∈Z
IE


q

2
k

T

(
1√
T
− 1√

θ[T/θ]

)2 ∣∣∣∣∣

∫ [T/θ]θ/2

−[T/θ]θ/2
e
−2ikπt

θ dWt

∣∣∣∣∣

2

 .

vm���Z¦�� ∫ T/2
[T/θ]θ/2 e

−2ikπt/θdWt
������¦����c�����5���,���\�����_� �z�\�5�Á�\�Z���l:����.¯L�_�\�5�Á�\�Z¦�� T/2−[T/θ]θ/2 :�¯���¦.¯

�������@:����ò��¯��\� θ/2 �H��¯���tZ�5���������?� ���(�.¯����?��Àz¯_��¯Z�\�Z�%�?���Z���Á���+�_�����Z���%�_¢ 4θ(
∑

k q
2
k)/T

2 |�¶¹�(��¯��
���\�-��:u��¢c���\���½���?����À1��¯��8�+�z�Z���

∣∣∣∣∣
1√
T
− 1√

θ[T/θ]

∣∣∣∣∣

2

≤ |
√
θ[T/θ]−

√
T |2

Tθ[T/θ]
≤ |θ[T/θ]− T |

Tθ[T/θ]
≤ 1

T [T/θ]
,

:��8Àz�d�u�.¯Z�W�u�.¯��8�5��¦��z���x�����5�>�������;:�������¯��\� 2θ(
∑

k q
2
k)/T

2 |*¥������\����¢c�

T−1IE

[∑

k∈Z
q2
k|ξk(θ)− ξk,[ ](θ)|2

]
≤ 6βT

T 2

(∑

k∈Z
q2
k

)
. > {\wP?

ºi�d�,�Z���Z�;: ¦��_�_���5�z���.¯��\t��5���
�\���q�.¯��-�?��¦��z�Z�q�����5�-�8�z°*��¯Z�-�5��Àz¯_�
¯Z�\�Z���?�����-�z°ò¶�����~H���\�����¹¢
> {\ys?d|*¥Z�z���.¯������":��8�?¯Z�\���i���?����¯Z����:���°Q�z�����;:=����À����������\��|
ð ¨"�Ã�Ðª ä Ô ú\û

p = 1
úzû3�½þ\ÿ+ü�iDúzû

(λk)k∈Z ∈ [0; 1]Z
þ�ý�÷º¼FO�÷dÿ��.÷
úji8ùò÷H�wµ%�)�±ýLý�OB�H�
�m�mþP�

λk = 0iDú\û |k| > T 1/4  S�m�k÷Dû?÷1÷ g �OýH�±ý,þ\ÿ�þ ~ ýDú 
 O-�¨÷,ÿ�úzÿFÿ@÷kµcþP���IL\÷��?úzÿ�ýH�åþ\ÿ�� C  *ý�OB�H�
�m�kþ��

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣γk(θ, θ̂T )− ck
∣∣∣
2
)p]

≤ C
[(∑

k∈Z
|k|4λ2

k|ck|2
)p(

log2 T

T 2

)p
+

(∑

k∈Z
λ2
k

)p(
βT
T

)2p
]
.

ð ¨"�Ã�Ðªzõ Õ»ÿ+üc÷Dû
�m�k÷³ýDþ%h©÷£þ0ý.ý�O"h��Á���eú\ÿ�ý½þ\ýp�±ÿáJi÷Fh�h�þÃ¸� \�m�k÷Dû?÷q÷ g �QýH�±ý(ý�ú%h�÷Fþ ~ ýDú 
 O-�¨÷½ÿ+ú\ÿÿ@÷kµcþ����IL\÷\�?ú\ÿ�ýH�åþzÿ�� � ýHOB�H�
�m�mþ��

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p]
≤ C

(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1(∑

k∈Z
|k|2pλ2p

k

)(
log T

T

)p
.
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´u¯Z�����?�H�z°Q���z°»��¯����?���Á���-�©�\���\�5�8�+�z�����@�z�����½�W����¯Z�������½�z°i�.¯������?�����?��¦D�����z��|
Ñ�¥Z�?�z� > {\yP?d� > {\wP?(�z��� º����-���z�x· �\��� ���&:�¯��Á¦.¯ ¦��\� �+�õ�\���Z������� �\¦�¦��z�5�����ZÀg���&p������\�8A {m�
:��8�����Z��¦����.¯Z�W�

IE

[∑

k∈Z
|qk(zk − yk)|2

]
≤ C

[(∑

k∈Z
|k|4q2

k|ck|2
)(

log2 T

T 2

)
+

(∑

k∈Z
q2
k

)(
βT
T

)2

+
1

T

(∑

k∈Z
|k|2q2

k

)(
log T

T

)
+
βT
T 2

(∑

k∈Z
q2
k

)]
.

t��;:�:��½�Z�?�½�\�?�?�����m�����_� ®T× Ë ° �\�Z� p������\�8A&{F���!�z�k�.�\��� �\� �d¤�������¦����(�Z���@���-�+�_����� °Q�z�1��¯��
���?��¦����Z����À-~H���\�_������¢$ª

IE

[∑

k∈Z
|qk(zk − yk)|2

]
≤ C

[
log2 T

T 2
+

log2 T

T 7/4
+

log T

T 5/4

]

≤ C
log T

T 5/4
.

ºi�d���Z�����;: �����5�x���#��¯Z��tZ�?���������5�>���%�.¯����d¤��Z�\�Z�5���_�³�z° IE
[∑

k∈Z |ĉk − ck|2
] |

IE

[∑

k∈Z
|qkyk − ck|2

]
=
∑

k∈Z

{
(1− qk)2|ck|2 +

q2
k

T

}
≥ T−1

∑

k∈Z
q2
k.

���m�=�?����¦�� q0 = 1 �-:��,¯Z���c� ∑k∈Z q
2
k ≥ 1 |ò¥Z�5�z� ��¯Z�����\�Z�x��¯Z���@�z���Z�����z�k�.�\���Z���½�z�x��¯Z���?��¦��z���

�\�Z�%��¯Z���5�%�����5�����x��¯Z���5��Àz¯_�=¯Z�\�Z�³�?�����8�z°�¶¹�Z��~H���\�����¹¢ > {\yP?D�":��8�����Z��¦����.¯Z�W�­ª

IE

[∑

k∈Z
|ĉk − ck|2

]
=

{∑

k∈Z
(1− qk)2|ck|2 +

q2
k

T

}
(1 + o(1)).

¿u¦�¦��z�5�����ZÀ#���©�*�����8Az����¾¬��´u¯����z�?��� Y¬{\ �[å�k��¯����Á�z���=~H���\�_�����¹¢

R(q, f) =
∑

k∈Z
(1− qk)2|ck|2 +

q2
k

T

���W�����TtZ���
sup

f∈W (β,L)
R(q, f) ≤ C∗T−2β/(2β+1)(1 + o(1)).

vm���Z¦������½�z�����5�D�����q:���¯����c�

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

IEθ,f‖f̂T − f‖22 =

{
sup

f∈W (β,L)
R(q, f)

}
(1 + o(1)) ,

:��3tZ�Z�\�Á��¢x�z�k�.�\���x��¯��8�����@���u�+�_�����³���½´u¯����z�5��� �z|
ºi�d�=�������;:²°Q�H¦��Z�u�_�%��¯Z�����;:������@�z���Z�³�Z�\���=�z°i�.¯�����´u¯����z�5���½���Z�\������¢

lim inf
T→+∞

inf
fT

sup
θ∈[αT ;βT ]

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEθ,f‖fT − f‖22 ≥ C∗.
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¡��c�k���z�Z�5��¢H�Z��¯��
����°O��¯��\���F�?�����
���=�Á�\�?Àz������¯Z�z�³��¯Z�
�?�\���8�����5� ���k�L�W���Qtk¤k��� θ �+����¢ θ = 1 |�vm������=���������z�ZÀz¯%�.�-�����.�\�Z�����?¯
lim inf
T→+∞

inf
fT

sup
f∈W (β,L)

T 2β/(2β+1)IEf‖fT − f‖22 ≥ C∗, > {\�P?
���q��¯��-�-�m������Àz���c�����c¢ dXt = f(t)dt + dWt, t ∈ [−T/2;T/2] |-���m�
�\¦�¦��z�5�Z����À%���£¼L���5���\���­�$¾¬�´u¯Z���z�5��� > �?����¿����@�����Z��¤x¶5¶ò���ØY����%[I?D�

inf
fT

sup
f

IEf‖fT − f‖2 = inf
c̄T

sup
c

IEc‖c̄T − c‖2 ,

:�¯Z���5�L��¯Z�3tZ�5���=���CtZ�
�Z�>¦��z��¦����5���=�\�_¢½���������©�W���z� fT �Z�\�?���½�_�x��¯��8�_���?�����z�0�����z�£�z° {Xt}|t|≤T/2���W�����?°Á¢k�Á��À dXt = f(t)dt+dWt
:�¯Z�����K��¯Z�ò°±����¦D�����z� f �?�\�ZÀz������¯��uvk�z�+�_���d�
�Z�\��� W (β, L) ��:�¯Z���5���\���¯Z�©�?��¦��_���é�z���(¦��z�Z¦����5�Z�#�\�_¢g���������©�W���z� c̄T ���\�5���g�z�!��¯Z�(�z���?�����_�W�����z�é�z°���¯��(¦��_�5�5���?�+�_�������ZÀ

���?�%R���¦d���Á�z� yk = ck + T−1/2ξk,[ ](1) �i°Q�z���z�_¢ k ∈ Z �\�Z�F��¯Z�1�?��~H������¦��-�z°ò¥Z�z���5�Á���L¦��m�FE�¦������_���
c �?�\�ZÀz���
��¯��%�?�d� {c = (ck)k∈Z;

∑
k∈Z |2πk|2β |ck|2 ≤ L} |�t��;:
�*�*�����8Az����¾¬�#�Á�;:����1�+�z�Z���´Y¬{\ �[�����.�\�Z�����?¯����

inf
c̄T

sup
c

IEc‖c̄T − c‖22 ≥ C∗T−2β/(2β+1)(1 + o(1)),

:�¯Z��¦.¯&~m�������½�\¦.¯��Á�d�c���1��¯��³���5�H�_°¹| ´u¯��³�Á�\���-��¯����ZÀF�.�õ�?���³���#��¯��W��¿��5�?�Z�-�m�.���z� ®TÆ�° > :�¯Z��¦.¯ �������¦����?���\��¢©���(�z���ò�?�d�����(�?����¦��u�.¯��=�+���?���H�(���ò�Z�CAH�Z�;:���?*¯Z�\�����
¦��z���?��~m�����Z¦����ò���%�*�����8Az����¾¬�ò�Z�5�H�z°�|
���m�W:��
����¢F�\�?�?�����3:����.¯��z�k���5�������?��¦d�����z�½�.¯Z�W�=��¯��ctZ�Z�����,�?�d�L�z°��?��~H������¦���� c �Z�5���£���q�*�����8Az����¾¬����?�H�z°i���1�_�m�.�\���%��¯Z�L���;:u���u�@�z�����³�?�0�����?°Á¢ ∑

k |ck| ≤M �\���³°Q�z���\�_¢x���_�.��Àz��� r ≥ 2 :���¦.¯��H�_�5� c�?��¦.¯x��¯Z�W� ∑
k∈Z∗ |crk|2 ≤ (1− h)

∑
k∈Z∗ |ck|2 | �

õ ¤ ³ ¤ ³ × «#¡�¡0è9¡0è ð ¨"�Ã�zª ä
´u¯Z���K�Z�5�H�_°$�z���-��¯Z��°±�z�����;:�����À
�z�Z���5����¢��_�-��¯���¦��_�_�c���5Àz����¦����Z�5�z�@�����¹¢��z°@��¯������������©�W���z� θ̂T À_���c����_¢³¿=�?�5�Z�-�k�����z� ®º¯V° |Zº��D�������Z�����0�.���_¢ ϕT ��¯Z���?�W���

ϕT =
θ2
√

log T

T 3/2
.

t��;:
�":���:��5���.�

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣γk(θ, θ̂T )− ck
∣∣∣
2
)p]

= IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

p∈Z
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]
− ck

∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }




+ IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

p∈Z
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]
− ck

∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|>ϕT }


 , > ·z P?

:�¯Z���5�
Φ(t) =

∫ 1/2

−1/2
e2iπtudu =

sin(πt)

πt
. > ·k�@?

t��0�.����¯��W�&:��8�?¯Z�\���i�z�����Z�Z�\�c����¢x���?���.¯���°Q�_�����;:�����À��Z�5�z�@�������������z° Φ |
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®�� ³ ° ´u¯����?���d¤������=�\���?�z���k�����Z�z�³�Z��À_�W�����H��¦��_�����.�\�_�.� M1
�\��� M2

�?��¦.¯x��¯Z�W�

|Φ(u)| ≤ M1

|u|
°Q�z� |u| > 1/4, ‖Φ′′‖∞ ≤M2.

�K¢x�Z�5���ZÀ��\�?�?�����m�����_� ®8¯Q° �z�x��¯��������.�����W���_� θ̂T �-:���¦­�\�³�Z�����Z¦�����¯Z�0�u��¯Z���Á�\���u�.���5�����x��¯��
�5��Àz¯c��¯��\���³�?���Z���z° > ·z P?��?�W�.���TtZ����°Q�_���\�_¢³���_����À_��� q �\�Z�³�Á�\�?Àz�����Z�z��Àz¯ T ª

IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

p∈Z
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]
− ck

∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|>ϕT }




≤
(

2
∑

k∈Z
|ck|
)2p(∑

k∈Z
λ2
k

)p
P (|θ̂T − θ| > ϕT ) ≤ C

T q

(∑

k∈Z
λ2
k

)p
. > ·_{�?

ºi�d���Z�����;: �����5�x���#��¯Z��tZ�?���=�z���z|

IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

p∈Z
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]
− ck

∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }


 > ·z·P?

= IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
ck

{
Φ

[
kT

θ

(
1− θ

θ̂T

)]
− 1

}
+
∑

p6=k
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }


 .

¥����5���­�Z���0�����.¯Z�W�
∣∣∣∣
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
T

θ
(p− k) +

Tk

θ̂T θ
(θ̂T − θ)

∣∣∣∣
:�¯Z���5�

∣∣∣∣
Tk

θ̂T θ
(θ̂T − θ)

∣∣∣∣ 1� {|θ̂T−θ|≤ϕT } ≤
T |k|
θ2

θ2
√

log T

T 3/2
(1 + o(1)) ≤

√
log T

T
|k|(1 + o(1)).

vm���Z¦�� λk = 0 °Q�_� |k| > T 1/4 �Z�_¢x�Z�5���ZÀ#��¯��W�&:�¯Z��� p 6= k �
∣∣∣∣
T

θ
(p− k)

∣∣∣∣ ≥
T

θ
�-:���Àz�D�

∣∣∣∣
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)∣∣∣∣ ≥
T

θ
(1 + o(1)) ≥ T

βT
(1 + o(1)),

���Z�5�Z�5����À1��¯Z�W�=°Q�z�u�Á�z�5Àz�������z��À_¯ T �":��8¯Z���c� > �Z�5���ZÀ-�Z�5�z�+�����¹¢ ®�� ³ ° ?d�
∣∣∣∣∣∣
∑

p6=k
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]∣∣∣∣∣∣
1� {|θ̂T−θ|≤ϕT } ≤ C

θ

T
.

vm��¦��z���Z��¢c�$�(´���¢k�Á�z���d¤k���\���?���z�q�z° Φ Àz���c�����$°Q�_���5�z��� ζ > �����@���Z������À%�z� T �\��� θ ?����£��¯Z�
������Àz¯m��+�_�5¯��m�H�³�z°yv����5��ª
∣∣∣∣Φ
[
kT

θ

(
1− θ

θ̂T

)]
− 1

∣∣∣∣ 1� {|θ̂T−θ|≤ϕT } =
|k|2T 2

2θ2

∣∣∣∣1−
θ

θ̂T

∣∣∣∣
2

|Φ′′(ζ)|1� {|θ̂T−θ|≤ϕT } ≤ C
|k|2 log T

T
.
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Dg�8¦��\�½�������Z¦���°Q�?�z� �.¯����Z�5�d�k���_����������~m�Z�\�������������\�½�����@���u�+�_�����³°±�z� > ·z·P?Dª

IE





∑

k∈Z
λ2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

p∈Z
cpΦ

[
T

θ

(
p− kθ

θ̂T

)]
− ck

∣∣∣∣∣∣

2

p

1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }




≤ C
(∑

k∈Z
|k|4λ2

k|ck|2
)p(

log2 T

T 2

)p
+ C

(∑

k∈Z
λ2
k

)p(
βT
T

)2p

.

´u¯Z�����5���?���â�����_Àz�d��¯Z���!:����.¯ > ·_{�?u�����\�Z�u���-��¯��,�d¤k�+��¦d�����£���Z�+�����@�z���Z�½�z°���¯Z�8~H���\�_�����¹¢£�W�����.�%Az�z|
�

õ ¤ ³ ¤ Ë × «#¡�¡0è9¡0è ð ¨"�Ã�zªÐõ

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p]
= IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }

]

+ IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|>ϕT }

]
.> ·\�s?

ºi�d���Z��°Q�H¦��Z�u�_�%��¯Z��tZ�?���u�.���5�³|Kp����-���#�+������¯Z�W� p = 1 �z� 2 �?�#��¯��W�

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }

]

≤
(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1∑

k∈Z
λ2p
k IE

[
|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2p 1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }

]

≤
(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1∑

k∈Z
λ2p
k IE

[
sup

τ∈VϕT (θ)
|ξk(τ)− ξk(θ)|2p

]

≤
(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1∑

k∈Z
λ2p
k IE



(

sup
τ∈VϕT (θ)

|ξk(τ)− ξk(θ)|
)2p




:�¯Z���5�
VϕT (θ) = {τ ∈ [αT , βT ], |τ − θ| ≤ ϕT } . > ·_��?

´��½¦��z�_�.�5�z�:��¯����8�Á�\���
�d¤k�@��¦d�.���q�z�z�����z��:������?�1��¯Z�W�
°Q�z�,�x�@�z�?�������c���?�\�Z���z� �z�\�?�Á�\����� X �\���g�\�
���_�.��Àz��� r �m��¯Z��°Q�z�����;:=����À���~H���\�����¹¢³¯��z�Á����ª

IE(X2r) = 2r

∫ +∞

0
P (X ≥ y) y2r−1dy.

´u¯Z���������\�Z�����

IE



(

sup
τ∈VϕT (θ)

|ξk(τ)− ξk(θ)|
)2p


 = 2p

∫ +∞

0
P

(
sup

τ∈VϕT (θ)
|ξk(τ)− ξk(θ)| ≥ y

)
y2p−1dy.

Dg�8���;:²���?�z�":=����¯��z�k�����?���k����À����­�m�.¯���°Q�_�����;:�����À�¦��Á�\�5�?��¦­�\�i�5���?����� > �?����°Q�z���������.�\�Z¦��uY��_�F[I?d|
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ð ¨"�Ã�Ðª����! �"� $#�%'&)(+*, �-/.0%1#$213�45(6"� �7�89%'&)(6:�;
Ji÷�� L ~ ÷½þqýH�åú#�H�mþ0ýF���N�_�+û5ú#��÷dý�ý³þ\ÿ+ü A = [α;β]

 _�m��÷dÿ^i�ú\û³þ 
I

µ > 0

þ\ÿ+ü\i�ú\û³þ 
I

R > 0

 _�m�k÷
iDú 
m
 ú\ùl�Qÿ)µu�Qÿ@÷º¼FOZþ 
 �m�eøV�mú 
 ü0ý

IP

(
sup
τ∈A
L(τ) > R

)
≤ exp(−µR) sup

τ∈A

(√
IE
[
e2µL(τ)

])
[

1 + µ

∫

τ∈A

√
IE
[
|L′(τ)|2

]
dτ

]
,

þ0ýLý�ú�ú\ÿ�þ0ýc�m�k÷_¼�O�þzÿB�������«÷dý8þP�*ýH�åþ�nz÷
þzû?÷8ùò÷ 
m
 üc÷��*ÿ@÷?üs(

Dg�8�����Z��¦�����¯��W��°±�z� µ, y > 0

IP

(
sup

τ∈VϕT (θ)
|ξk(τ)− ξk(θ)| ≥ y

)

≤ e−µy sup
τ∈VϕT (θ)

{[
IE
(
e2µ(ξk(τ)−ξk(θ))

)]1/2
}(

1 + µ

∫

τ∈VϕT (θ)

[
IE
(
|ξ′k(τ)|2

)]1/2
dτ

)

≤ e−µy exp

(
Ck2µ2 log T

T

)(
1 + µ

∫

τ∈VϕT (θ)

|k|πT√
3τ2

dτ

)

≤ e−µy exp

(
Cµ2k2 log T

T

)(
1 + Cµ|k|

√
log T

T

)

≤ exp

(
− y2T

4Ck2 log T

)(
1 +

y
√
T

2|k|√log T

)
, �c¢(�.��AH����À µ =

yT

2Ck2 log T
.

´u¯Z���������\�Z�����#��¯Z��¦��z�c���5�z�

IE



(

sup
τ∈VϕT (θ)

|ξk(τ)− ξk(θ)|
)2p


 ≤ C

( |k|√log T√
T

)2p

. > ·zyP?

´u¯H�Z���

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }

]
≤ C

(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1(∑

k∈Z
k2pλ2p

k

)(
log T

T

)p
.
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IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|>ϕT }

]

≤


IE



(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)2p





1/2

IP
(
|θ̂T − θ| > ϕT

)1/2

≤
(∑

k∈Z
λ2
k

)p−1/2



∑

k∈Z
λ4p
k IE



(

sup
τ∈[αT ,βT ]

|ξk(τ)− ξk(θ)|
)4p







1/2

× IP
(
|θ̂T − θ| > ϕT

)1/2

≤ C(N0)p−1/2

(∑

k∈Z
|k|λ4p

k

)1/2(
T

αT

)1/2

IP
(
|θ̂T − θ| > ϕT

)1/2
,

:�¯Z���5�³��¯��½�Á�z���%������~H�Z�\������¢ ���©�z�k�.�\���Z���á:�����¯ ��¯��£�?�z�-�½���d��¯Z�H� �\�-�.¯��½�z�Z�£�\�Z��������� ��� > ·zyP?d��d¤k¦����m�u�.¯Z�W� VϕT (θ) �����5�����Á�\¦����³�_¢ [αT , βT ] �\��� N0
��������tZ�����½���½p����©�\�TAx{k|

´u¯��\�CAH���.�#��¯Z��¦��z�_�c���5Àz���Z¦��8���5�z�@�����¹¢ ®º¯V° �_° θ̂T �k��¯����D¤k�+��¦d�.�W�����_�

IE

[(∑

k∈Z
λ2
k|ξk(θ̂T )− ξk(θ)|2

)p
1� {|θ̂T−θ|≤ϕT }

]

������¯Z���%�.¯����©�\���%�����5���_° > ·\�s?D|
´u¯Z���d¤��+��¦d�.���³�5���?�Z���u��¯H�Z��°Q�z�����;:���| �

�d��� �uÉ����bÊÂ�bÊ����dÈB�bÉ�È0� �
Dg��:u�\�_�������+�z�Z���³°Q�5�_�>�\�@���c�L��¯���~m�Z�\�_�.���¹¢ IE

[∑
|k|≤Nmax |c̃k − ck|2

] � c̃k �@������À-�Z�FtZ�Z���³�_¢

c̃k = ψk(z)zk ,
:�¯Z���5� ψk(z) =

(
1− Tj

T ||z||2j

)

+

°Q�z� k ∈ Bj ,

:����.¯ ||z||2j =
∑

l∈Bj |zl|2
�z��� x+ = max(0, x), ∀x ∈ R |

¶¹���Z�����i�m��¯����.���5� IE
∑
|k|>Nmax |ck|2 = O(T−1) ��������Àz����Àz���Z���8¦��z�-���\�5���x���#�.¯��������\���x�����5�³|

IE


 ∑

|k|≤Nmax
|c̃k − ck|2


 =

J∑

j=1

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ck|2



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¥Z�5�z�>���;:²�z���":��8�?¯Z�z����°Q�H¦������z�

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ck|2


 = IE


∑

k∈Bj
|ψk(y)yk − ck|2


+ IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2




+ 2Re IE


∑

k∈Bj
(ψk(z)zk − ψk(y)yk) (ψk(y)yk − ck)


 , > ·_¸�?

:�¯Z���5� yk ¯Z�\�L�+�����q���_���5�m���Z¦����q��� > wP?D|WDé�#�?¯Z�\�����Z�5���c�,�.¯Z�W����¯Z�ct��5���������5� ���£�.¯��#�5��Àz¯_�8¯Z�\�Z�
�?�����1������¯Z�1���\�����z���z|
´��x�Z�©�.¯�������:���R������8¯Z���c�#���x���5���H�
��¯Z�0�L��¯��1�?��¦��z�Z�F�����?� ��������Àz�Á��Àz�������
��¯��\�CAH�����1��¯��
r��\��¦.¯c¢H��vk¦.¯P:u�\�Tv8������~H�Z�\������¢c|

ºi�d�=������¯����³°Q�H¦��Z���z�%��¯Z���?��¦��z�Z�%�����5�³|

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2


 ≤ 2IE


∑

k∈Bj
|(ψk(z)− ψk(y)) zk|2


+ 2IE


∑

k∈Bj
|ψk(y)rk|2




≤ 2IE


∑

k∈Bj
|(ψk(z)− ψk(y)) zk|2


+ 2IE


∑

k∈Bj
|rk|2




�?����¦�� ∀k, ψk(y) ∈ [0, 1] �\��� rk = zk − yk.ºi�d�=�����5���©�\�TA���¯��W��°Q�_� k ∈ Bj �

|ψk(z)− ψk(y)|2 ≤ |ψk(z)− ψk(y)| =
∣∣∣∣∣

(
1− Tj

T ||z||2j

)

+

−
(

1− Tj
T ||y||2j

)

+

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

(
1− Tj

T ||z||2j

)
−
(

1− Tj
T ||y||2j

)∣∣∣∣∣ =
Tj
T

∣∣∣∣∣
||z||2j − ||y||2j
||y||2j ||z||2j

∣∣∣∣∣

≤ Tj
T

∣∣∣∣∣
||r||2j + 2

∑
k∈Bj Re (rkyk)

||y||2j ||z||2j

∣∣∣∣∣ .

¥����Z�\���â¢c�m�.¯����?��¦��z�Z�%�����5���z°»��¯Z���5��Àz¯_�=¯Z�\�Z�³�?�����8�z° > ·c¸�?������Z���@���u�+�z�Z���Z���½�\��°Q�z�����;:���ª

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2




≤ 2IE

[
Tj
T

∣∣∣∣∣
||r||2j + 2

∑
k∈Bj Re (rkyk)

||y||2j

∣∣∣∣∣

]
+ 2IE

(
||r||2j

)

≤ 2
Tj
T

IE

(
||r||2j
||y||2j

+ 2
||r||j
||y||j

)
+ 2IE

(
||r||2j

)
.

t��;:
���Z�?����À���¯��#ru�\��¦.¯_¢m��vm¦.¯s:u�\�Tv
������~H���\�����¹¢F�\���q���?��~H�Z����¦�� {δT } �z°��+�z�?�������H�,�H�Z�
�+���5��À_�z����À
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���Qv����5�©�\� T �����Z�������-���CtZ���â�¹¢c�":��8¯Z���c�

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2


 ≤ 2

Tj
T

[
2IE(||r||2j)

1/2
{

IE
( 1

||y||2j
1l‖y‖j≤δT

)1/2

+O(δ−1
T )
}

+ IE(||r||4j)
1/2

IE

(
1

||y||4j

)1/2]
+ 2IE

(
||r||2j

)
. > ·zwP?

´���¦��z�_���?�z�@�.¯����Z���@���u�+�z�Z���³�z° > ·zwP?d�-:����?¯��\�����Z�5�L��¯��8°Q�z�����;:����ZÀ������-�©�\��|
ð ¨"�Ã�ÐªØô Ä6�k÷Dû?÷1÷ g �QýH�±ýLýDú%h©÷!��ú0ý������IL\÷���ú\ÿ�ýH�åþ\ÿ��

C
ýHOB�H�q�m�kþ��

IE

(
1

||y||2j
1l‖y‖j≤δT

)
≤ CT

Tj/2δ
Tj−2
T

[Tj/2]!
.

ð ¨"�Ã�Ðª�< Ä6�k÷Dû?÷1÷ g �QýH�±ýLýDú%h©÷!��ú0ý������IL\÷���ú\ÿ�ýH�åþ\ÿ��
C
ýHOB�H�q�m�kþ��

IE

(
1

||y||4j

)
≤ CT 2.

ð ¨"�Ã�Ðª/=�Ô ú\û
p = 1

ú\ûÂ�% S�m�k÷Dû?÷1÷ g �QýH�±ýLýDú%h�÷&��ú0ý��m���mL\÷��?úzÿ�ýH�åþ\ÿ��
C
ýHOB�H�q�m�kþ��

IE
(
||r||2pj

)
≤ C


T p−1

j


∑

k∈Bj
k2p


 logp T

T 2p
+

(
log2 T

T 2

)p
+ T pj

(
βT
T

)2p

 .

´u¯Z�L�Z�5�H�z°Q���z°��.¯����?�������-�©�\���\�?�L�@�z�����@�z�����½�W���.¯��������³�z°i��¯������5�m�z°»�z°�´�¯����z�?��� {m|�´u¯H�Z���

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2




≤ C
Tj
T

(
T Tj/4δ

Tj/2−1
T√

[Tj/2]!
+ δ−1

T

)



∑

k∈Bj
k2




1/2 √
log T

T
+

log T

T
+ T

1/2
j

(
βT
T

)



+CTj


T 1/2

j


∑

k∈Bj
k4




1/2

log T

T 2
+

log2 T

T 2
+ Tj

(
βT
T

)2




+C




∑

k∈Bj
k2


 log T

T 2
+

(
log2 T

T 2

)
+ Tj

(
βT
T

)2

 .

Dg�8¦.¯��m�z�5�
δT =

1

T 1/2

{[
Tj
2

]
!

}1/Tj

,
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���½�z�5�����������z�m�.�\���
T Tj/4δ

Tj/2−1
T√

[Tj/2]!
+ δ−1

T = 2T 1/2

{[
Tj
2

]
!

}−1/Tj

.

n��?���ZÀ#��¯Z��¦��z�_�.�5�z���

∑

k∈Bj
kα


 = O(Tα+1

j ) °Q�z���\�_¢³���_����À_��� α ≥ 1,

∑

j

Tαj ≤ Nα
max = O(Tα/4) °±�z���\�c¢ α ≥ 1,

�\���£�\���?� J ≤ C log2(T ) , �_¢½º����-���³� ,
:��3tZ�Z�\�Á��¢x�z�k�.�\����ª
∑

j

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2


 ≤ C log T

T 3/2

∑

j

exp

{
− 1

Tj
log

(
Tj
2

)
! +

5

2
log Tj

}
+ C

log2 T

T
.

t��;:
��vH�����5�����ZÀ�¾¬��¶¹����~H�Z�\������¢xÀz���c������¯Z���+�z�Z��� x! > (x/e)x
√

2πx °Q�_�u�Á�\�?Àz�������z�ZÀz¯ x �����­�\�����ZÀ#�.�

∑

j

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ψk(y)yk|2




≤ C
log T

T 3/2

∑

j

exp

{
− 1

Tj
log

[(
Tj
2e

)Tj/2
(πTj)

1/2

]
+

5

2
log Tj

}
+ C

log2 T

T

≤ C
log T

T 3/2

∑

j

exp

{
−1

2
log Tj −

1

2Tj
log Tj +

5

2
log Tj

}
+ C

log2 T

T

≤ C
log T

T 3/2

∑

j

T 2
j + C

log2 T

T

≤ C
log2 T

T
.

­ ����¦��
J∑

j=1

IE


∑

k∈Bj
|ψk(z)zk − ck|2


 ≤

J∑

j=1

IE


∑

k∈Bj
|ψk(y)yk − ck|2


+ C

log2(T )

T
.

t��;:²�5���©�\�TA©��¯Z�W�=��° f∗T ������¯Z��~H�Z�\�c�����¹¢³���Ft������³�c¢ > {\ P?d�-:���¯����c�zª

IE‖f∗T − f‖2 =
∑

k∈Z
|ψk(y)yk − ck|2 =

J∑

j=1

IE


∑

k∈Bj
|ψk(y)yk − ck|2


+O(

1

T
)

´u¯Z�������zÀz�d�.¯�����:=����¯£º����-���©{,�.¯����³Àz���H����ª
IE‖f̃T − f‖2 ≤ (1 + 3ρT ) min

λ∈Λmon
R(λ, f) +

C

T
log2(T ) +O(

1

T
) .



f�g þ)�F��þ_ücþ������IL\÷1÷dýH���Ih-þP���eú\ÿ�úji,þ3�Z÷Dû��«ú�ü%�k�di�Okÿ��F���«ú\ÿFùl�m�m�
OmÿCnWÿ�úzù�ÿQ�Z÷dûH�eú­ü {z¸

t��;: ���?����Àq��¯Z�³°±�\¦d����¯Z�W�(�*�����8Az����¾¬�\:�����Àz¯_�.��°Q���=t���� > �­{�?-�\��� ��¯��W�-��¯Z�d¢&�+�����_��Àq��� Λmon
�d:��

��������¦��zª
lim

T→+∞
sup

θ∈[αT ;βT ]
sup

f∈W (β,L)
T 2β/(2β+1)IEθ,f‖f̃T − f‖22 ≤ C∗ ,

:�¯Z��¦.¯³¦��z��¦����Z��������¯Z�����?�H�z°��z°»��¯��L��¯����z�5���>���?����À#�.¯��������������0¤x���;:������@�z���Z��| �
õ ¤ Ë ¤ ³ × «#¡�¡0è9¡0è ð ¨"�Ã�zªÃô
´��x���5���H�,��¯Z���Lºi�������k��:��1�?¯Z�\����¦��z�-�Z�m���#���z�5�1Àz���������\����¢ IE

(
||y||−2

Rd 1l‖y‖Rd≤δT

) :�¯����5� ||.||Rd���-��¯��½¦��Á�z�5�?��¦��z��§��Z¦��������­�\� ���_�5� �z° Rd �\��� d ≥ 3 | ¥Z�z�1��¯Z�³���%A_�½�z°��?���-���Á��¦����¹¢c� ||.||Rd :�������+���5���Z�Á�\¦����!���õ��¯Z�-�?��~H�Z���*�_¢ ||.|| |©ºi�d�
���,�5��¦��\���:��¯��W� y = c + ξ/
√
T :�¯Z���5� ξ ���,�³���.�\�Z�Z�\�5�¼��\�Z�5�?�Á�\�½���\�����_� �z�\�5�Á�\�Z���8��� Rd |òµ=�����0�����ZÀ B(a; ρ) �.¯�� Rd �¨���\���i¦����_�.���5���½��� a :����.¯½�?�\�����Z� ρ �:��8¯Z���c�

IE(||y||−21l‖y‖≤δT ) =
1

(2π)d/2

∫

B(−c;δT
√
T )

e−‖x‖
2/2

‖c+ x/
√
T‖2

dx

≤ T d/2

(2π)d/2

∫

B(0;δT )

dy

‖y‖2 =
T d/2δd−2

T

(2π)d/2
V ol(Bd(0; 1))

d

d− 2
≤ CT

d/2δd−2
T

[d/2]!
,

:�¯Z���5����¯Z���Á�\���K���Z��~H���\�����¹¢1¦��_�-���*°Q�5�z� �.¯��u¦��Á�\�?�?��¦��\���D¤k���?���5�?���z�-�z° V ol(Bd(0; 1)) |�´�¯����*~H�Z�\�c�����¹¢������~m�Z�\�@�.� (2πd/2)/(dΓ(d/2)) �":=¯����5� Γ �����.¯��,¼��\�����-°Q����¦D�����z��| �

õ ¤ Ë ¤ Ë × «#¡�¡0è9¡0è ð ¨"�Ã�zª/<
¶¹�%�.¯������\����:u��¢½�\�����x��¯Z�����5��¦��������ZÀ-���?�H�z°¹�

IE
(
||y||−4

)
=

T 2

(2π)d/2

∫

Rd
1

||
√
Tc+ x||4

exp

(
−||x||

2

2

)
dx

=
T 2

(2π)d/2

[∫

x∈Bd(−
√
Tc,1)

1

||
√
Tc+ x||4

exp

(
−||x||

2

2

)
dx

+

∫

x6∈Bd(−
√
Tc,1)

1

||
√
Tc+ x||4

exp

(
−||x||

2

2

)
dx

]

≤ T 2

(2π)d/2

[∫

x∈Bd(0,1)

1

||x||4dx+ (2π)d/2

]

≤ T 2

(2π)d/2

[
V ol(Bd(0, 1))× d

∫ 1

0

1

r4
rd−1dr + (2π)d/2

]

= T 2 +
dT 2

(2π)d/2(d− 4)
V ol(Bd(0, 1)) ≤ CT 2,

�?����¦��(�.¯��(�c�z���Z�-� V ol(Bd(0, 1)) �_°u��¯�� Rd ���������Z�z�������1�Z����°Q�_�5�-��¢ �@�z���Z�����Ø:�����¯&�?���?�+��¦D�#�.�
d | �
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õ ¤ Ë ¤åä × «#¡�¡0è9¡0è ð ¨"�Ã�zª>=
ºi�d���Z���5��¦��\���$��¯Z�0��°Q�z� k ∈ Bj � rk ¦��\�½�+���5�F:��5���5�.���½�\��°±�z�����;:���ª

rk =
(
γk(θ, θ̂T )− ck

)
+

1√
T

(
ξk(θ̂T )− ξk(θ)

)
+

1√
T

(
ξk(θ)− ξk,[ ](θ)

)
.

´u¯H�Z����°Q�z� p = 1 �_��{m�

IE
(
||r||j2p

)
= IE




∑

k∈Bj
|rk|2



p


≤ CIE




∑

k∈Bj

∣∣∣γk(θ, θ̂T )− ck
∣∣∣
2



p
+

C

T p
IE




∑

k∈Bj

∣∣∣ξk(θ̂T )− ξk(θ)
∣∣∣
2



p


+
C

T p
IE




∑

k∈Bj

∣∣ξk(θ)− ξk,[ ](θ)
∣∣2


p
 > ·z�P?
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∫ T/2

−T/2
e−2ikπt/θ̂T dXt , uθ̂T (T/2)XT/2 − uθ̂T (−T/2)X−T/2 −

∫ T/2

−T/2
Xt uθ̂T (dt) .

t��0�.����¯��W�
Xt =

∫ t

0
f(s/θ)ds+Wt = F (t) +Wt ,
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�Z�Á�1Àz���c������¯��W�
∫ T/2

−T/2
e−2ikπt/θ̂T f(t/θ)dt = uθ̂T (T/2)F (T/2)− uθ̂T (−T/2)F (−T/2)−

∫ T/2

−T/2
F (t) uθ̂T (dt) .
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